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Vorwort

Im Herbst des Jahres 2004 fithrte die Mathematisch-Naturwissenschaftliche Fakultét
der Universitit Freiburg im Uechtland neue Studienpline im Rahmen der Bologna-
Reform ein. Diese Studienreform betraf auch die Ausbildung der Lehramtskandidaten
der SI, fiir deren Mathematik-Ausbildung ich verantwortlich war. Der neue Studien-
plan bewirkte, dass ich im Studienjahr 2004 /5 keine Vorlesungen fiir Lehramtsakandi-
daten hielt und statt dessen eine 4-stiindige Vorlesung mit Ubungen fiir Studentinnen
und Studenten der Mathematik anbieten konnte. Als Gegenstand wéhlte ich die Theo-
rie der Kristallographischen Gruppen, ein Thema, tiber das ich schon viele Jahre zuvor
vorgetragen hatte: im Wintersemester 1984 /5 als Privat-Dozent in Heidelberg und im
anschliessenden Sommersemester als Vertreter von Herrn Prof. Dr. Urs Stammbach
an der ETH in Ziirich.

Fiir meine Vorlesung schrieb ich ein Skript, das ich im Sommersemester 2005, einem
Weiterbildungssemester, etwas vervollstiandigte. In den vergangenen Tagen habe ich
den ETEX-Code dieses vervollstandigten Skripts iiberarbeitet, eine Titelseite und ein
Vorwort dem Skript vorangestellt, Tippfehler korrigiert und unaufgeloste Verweise,
die mir der Rechner meldete, berichtigt.

Feldis, 27. September 2010
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A Einleitung

Die Geometrische Kristallographie hat zum Ziel, die rdumliche Verteilung der Ato-
me, Jonen oder Molekiile eines Kristalls nach ihren Symmetrien zu klassifizieren.
Um diese Klassifikation eindeutig zu machen, muss man festlegen, welche raumli-
chen Verteilungen und welche Isometrien des Raumes zugelassen sind, und wann die
Symmetriegruppen von zwei Kristallstrukturen als gleichwertig zu betrachten sind.
Der Mathematiker A. M. SCHOENFLIES (1853-1928) traf in seinem 1891 erschiene-
nen Buch Krystallsysteme und Krystallstruktur die Festsetzungen, die heute noch in
der Kristallographie iblich sind: als Anordnung wird jedes regelmdssige Punktsystem
P zugelassen, also jede endliche Vereinigung von Punktgittern; jede Isometrie des
Raumes, die P auf sich abbildet, gilt als Symmetrie von P; zwei Symmetriegruppen
G, G’ sind gleichberechtigt, wenn sie eigentlich-affin dquivalent sind, das heisst, wenn
es eine orientierungserhaltende affine Transformation o des Raumes gibt, derart dass
G’ gleich a0 G oa™! ist.

Al Kiristallstrukturen und ihre
Symmetriegruppen

In diesem Abschnitt werden die Begriffe der Kristallstruktur und der Symmetriegrup-
pe einer Kristallstruktur eingefithrt und durch Beispiele veranschaulicht.

DEFINITION A1.1 Die rdumliche Anordnung der Atome oder Ionen eines (idealisier-
ten) Kristalles bezeichnet man als Struktur des Kristalles.

1.1 Beispiele von Kristallstrukturen

Ein Kristall besteht im einfachsten Fall aus gleichartigen Atomen, deren Positionen ein
Punktgitter bilden. Im allgemeinen aber ist seine Struktur komplizierter; dies werden
die folgenden Beispiele klar machen.

1.1a Kristallstrukturen vom Typ CsCl

Die erste Figur zeigt einen sehr kleinen Ausschnitt der Anordnung der Ionen in einem
Kristall der Verbindung Caesiumchlorid.




2 Kapitel A : Einleitung

Das perspektivische Bild ldsst eine grosse Regelmaéssigkeit erahnen; es erlaubt es aber
nicht, die genaue Anordnung der Ionen ablesen. Wir betrachten daher die Ionen einer
Einheitszelle:

Bei der im Bild gewéhlten Einheitszelle bilden die Chlor-Ionen die Ecken eines Wiirfels
und das Caesium-Ion besetzt dessen Mittelpunkt.

Der Kristall entsteht aus der Einheitszelle durch Translationen in drei paarweise
orthogonale Richtungen. Die Chlor-Ionen bilden deshalb ein kubisches Punktgitter;
ebenso ergeben die Caesium-Ionen ein kubisches Punktgitter. Diese Einsicht verdeut-
licht die folgende Abbildung:

1.1b  Kristallstrukturen vom Typ NaCl

Ich beginne die Diskussion der Kristallstruktur des Steinsalzes mit der Anordnung
der Chlor-Ionen in einer Elementarzelle; sie ist im linken Teil des folgenden Bildes zu
sehen:

Die Einheitszelle ist ein Wiirfel; er kann so gewéhlt werden, dass die Chlor-Ionen die
Ecken und die Mittelpunkte der 6 Seitenflichen des Wiirfels besetzen; die Kristallo-
graphen nennen diese Anordnung flichenzentriertes kubisches Gitter.

Die Natrium-Ionen befinden sich in den Mittelpunkten der 12 Kanten und im
Mittelpunkt des Wiirfels. Sie bilden ihrerseits ein flichenzentriertes kubisches Gitter.

BEMERKUNG A1.2 Die Kristallstrukturen der Verbindungen CsCl und CaCl sind in-
sofern sehr einfach, als die Ionen jeder Sorte ein Punktgitter bilden, also die Bahn
eines Tons unter einem Translationsgitter. Wie die nidchste Nummer klar macht, gibt
es aber Verbindungen, deren Kristallstrukturen weit komplizierter sind.
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Al  Kristallstrukturen und ihre Symmetriegruppen 3

1.1c Kristallstruktur des Minerals Carnegieit

Beim Mineral Carnegeit handelt es sich um die Verbindung NaAlSiO,4. Die Silizium-
Tonen bilden ein flichenzentriertes kubisches Gitter; bei geeigneter Wahl einer Ein-
heitszelle besetzen sie also die Ecken und die Flachenmittelpunkte eines Wiirfels.
Diese Situation wird im linken Teil der folgenden Figur dargestellt. In ihm sind noch
die Natrium- und Aluminium-Ionen sowieein Teil der Sauerstoff-Ionen eingezeichnet
worden. Diese drei Ionen-Arten tetraeder-formig angeordnet.

e
N2 @° .‘ok
¢ [ J
A1e® k“
rf!,%::’::::fl -

Im rechten Teil der Figur sind die restlichen Sauerstoff-Ionen hinzugefiigt worden.
Dieser Teil macht deutlich, dass die Kristallstruktur des Minerals Carnegieit bereits
so kompliziert ist, dass sich die Anordnung der Ionen aus einem perspektivischen
Bild einer Einheitszelle nicht mehr genau erkennen lasst. Wie wir noch sehen werden,
wird die rechnerische Beschreibung der Kristallstruktur aber einfach, wenn man die
Symmetriegruppe der Kristallstruktur heranzieht.

1.2 Symmetriegruppen von Kristallstrukturen

DEFINITION A1.3 Die Symmetriegruppe Sym(K) einer Kristallstruktur /C besteht
aus allen Isometrien des Fuklidischen 3-dimensionalen Raumes, welche die Struktur
auf sich abbilden.

Unter einer Isometrie versteht man dabei eine Abbildung des Raumes, welche die
Distanzen beibehélt, etwa eine Translation oder eine Spiegelung an einer Ebene.

1.2a  Symmetrien von Ornamenten — eine Illustration

Die folgenden Beispiele verdeutlichen obige Definition. In ihnen geht es allerdings
nicht um Kristallstrukturen, sondern um periodische Ornamente — die einpréagsameren
2—dimensionalen Analoga der Kristallstrukturen und die Symmetriegruppen dieser
Analoga.

Ich beginne mit einem quadratischen Punktgitter. Es entsteht aus einem seiner
Punkte durch Anwenden der Translationen mit Vektoren eines quadratischen Gitters.
Jede dieser Translationen gehort zur Symmetriegruppe des Ornaments, aber keine
weitere Translation. Ebenso liegen die Drehungen um 90° in der Symmetriegruppe,
wenn das Zentrum der Drehung ein Gitterpunkt ist. Ferner enthélt die Symmetrie-
gruppe die Spiegelungen an den gezeichneten Achsen.
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4 Kapitel A : Einleitung

Im zweiten Bild wird jeder Punkt des obigen Punktgitters durch 4 quadratisch
angeordnete Punkte ersetzt. Die Symmetriegruppe des entstehenden Ornaments ist
dann identisch mit jener des ersten Ornaments.

Der Fall liegt anders, wenn jeder Punkt des quadratischen Gitters durch einen
kleinen Propeller ersetzt wird.

S DR D
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Die Symmetriegruppe enthélt dann zwar die 4-zéhligen und 2—zéhligen Drehungen
der vorangehenden Ornamente, nicht aber die Spiegelungen dieser Ornamente.

Fiigt man weitere, geeignete kleine Propeller hinzu, so sind ein Teil der Spiege-
lungen des ersten Ornaments wieder Symmetrien des neuen Ornaments; auch treten
Geraden auf, die Achsen von Gleitspiegelungen, nicht aber Achsen von Spiegelungen
sind.

1.2b  Begriff der Raumgruppe

Eine Kristallstruktur kann durch eine Teilmenge S des Euklidischen Vektorraumes
E3 beschrieben werden, etwa indem man die Positionen von Atomen und Ionen durch
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Al Kristallstrukturen und ihre Symmetriegruppen 5

die Mittelpunkte kleiner Kugeln angibt und verschiedene Atom— oder Ionen-Sorten
durch Kugeln unterschiedlicher Radien kennzeichnet. Die Symmetriegruppe Sym(S)
einer Teilmenge S der Raumes ist allgemein so definiert:

Sym(S) = {4 € Iso(E3) | 1(S) = S}. (A1.1)

Nun zum Begriff der Raumgruppe. Sei zunéchst G eine beliebige Untergruppe der
Gruppe Iso(E?) aller Isometrien des Euklidischen Raumes E®. Die Translationen in
G bilden einen Normalteiler T'(G) von G. Das Bild der Gruppe G unter der Projek-
tion 7, 0 p + ¢ ist eine Untergruppe Gy der orthogonalen Gruppe O(E?); sie wird
Punktgruppe von G genannt. Sei schliesslich I'(G) die Menge der Vektoren v € E? der
Translationen in T'(G). Die Definition einer Raumgruppe lasst sich nun so ausspre-
chen:

DEFINITION A1.4 Eine Untergruppe G von Iso(E?) wird Raumgruppe genannt, wenn
die Menge I'(G) ein Gitter von E? ist.

BEISPIEL A1.5 Raumgruppe eines Gitters. Seien I' C E3 ein Gitter. Die Symmetrie-
gruppe Sym(T") der Teilmenge I enthélt dann die Translationen 7, mit w € T und die
orthogonalen Abbildungen ¢ € Sym(T"), und sie wird von ihnen erzeugt; genauer ist
die Symmetriegruppe des Gitters das semi-direkte Produkt der Translationsgruppe
T = {7y | w € T} und der Gruppe Aut(I") der Automorphismen von I', das heisst der
Symmetrien, welche linear sind.

BEISPIEL A1.6 Raumgruppe einer Struktur vom Typ Cu. Die Atome des Metalls Kup-
fer bilden ein flichenzentriertes kubisches Punktgitter; es ist dem Gitter

I ={x € Z® | 21 + 2o + x3 gerade}

dhnlich. Bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems ist die Raumgruppe einer Struk-
tur vom Kupfertyp gerade die Symmetriegruppe G des Gitters I'}.

Die Punktgruppe Gy der Raumgruppe G ist gerade die Automorphismengruppe
Aut(T%) des Gitters I's; sie ist identisch mit der Symmetriegruppe des Wiirfels W =
{x inR3 | —1 < z; <1} und hat 48 Elemente.

Einheitszelle von Cu Symmetrien eines Wiirfels

Die Kristallstrukturen der Metalle Al; Ag, Au, und Pb sind jener des Kupfers dhnlich;
ihre Raumgruppen sind daher vom gleichen Typ.

BEISPIEL A1.7 Raumgruppe einer Struktur vom Typ NaCl. Beim Steinsalz bilden die
Natrium-Tonen Na™ ein flichenzentriertes kubisches Punktgitter £'T, die Chlor-Tonen
Cl™ ein zu F'™ kongruentes Punktgitter £'~. Diese Anordnung ist dem Paar

(T, 5+ (1,1,1)")
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6 Kapitel A : Einleitung

dhnlich und wird in der néchsten Abbildung dargestellt: sie zeigt links die Anordnung
der Tonen einer horizontalen Schicht von (I‘g, s+ (1,1, 1)t) mit x3 € 27, rechts die
Anordnung der Ionen einer anderen Schicht.

R SRS AR S b AR S SRR S S A 4
S cee e
; ————— 6 ————— a ————— ONer ————— - , i ————— » ————— o — Qlj‘ ————— 9 ————— L 2
@@ * 0 ¢ fffff @4 E e . S
Lo S S AN S S ‘ O ***** LA S S .4

Abbildung A.1: Aufeinander folgende horizontale Schichten von Steinsalz

1.2¢  Raumgruppe der Kristallstruktur von Rutil

Ich beschliesse Unterabschnitt 1.2 mit einer etwas ausfiihrlicheren Diskussion der Sym-
metriegruppe der Struktur von Rutil. Sie liefert ein Beispiel einer Raumgruppe G, die
keine Untergruppe enthéilt, die zur Punktgruppe G isomorph ist.

Die chemische Verbindung TiO; ist polymorph, sie kristallisiert also in verschiede-
nem Formen; eine dieser Formen wird Rutil genannt. Die Titan-Atome der Kristall-
struktur von Rutil bilden ein innenzentriertes tetragonales Punktgitter; es wird auf
der linken Seite der nichsten Abbildung veranschaulicht. Auf der rechten Seite sind
die Sauerstoff-Atome der Einheitszelle hinzugefiigt worden.

Abbildung A.2: Ti-Atome (links) sowie alle Atome einer Einheitszelle

Die Sauerstoff-Atome in aufeinander folgenden, horizontalen Schichten haben un-
terschiedliche Anordnungen: in Abbildung A.3 sind links die Atome einer horizontalen
Schicht mit vertikaler Komponente in Z - bg dargestellt und rechts jene Atome, deren
vertikale Komponente in (3Z \ Z) - by liegen. Dabei bezeichnet bs einen vertikalen
Vektor, dessen Lénge gleich dem kleinsten Abstand zwischen zwei gleich besetzten
horizontalen Schichten ist.

Nun zur Symmetriegruppe G = Sym (Ko, ) der Kristallstruktur Krio, von Rutil.
Wir legen das Koordinatensystem so fest, dass das in Abbildung A.3 mit O bezeichne-
te Titan-Atom im Ursprung liegt. Seien b; = 0—131> und by = O—B;, und sei b3 der zuvor
definierte senkrechte Vektor; es ist dann B = (b1, b2, b3) eine Basis des Vektorraumes
[E3. Diese Basis erzeugt das Gitter I' = I'(G) der Translationsvektoren: einerseits gibt
namlich jeder der 3 Vektoren Anlass zu einer Translation in G, und andererseits muss
jede Translation von G Titan-Atome auf Titan-Atome abbilden und die Anordnun-
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Al Kristallstrukturen und ihre Symmetriegruppen 7

° ° °
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Abbildung A.3: Aufeinander folgende horizontale Schichten von Rutil

gen der Sauerstoff-Atome um die Titan-Atome beibehalten. In der Sprechweise der
Kristallographen ist das Translationsgitter ein primitives tetragonales Gitter.

Die Symmetriegruppe G enthélt neben den Translationen noch weitere Elemen-
te, insbesondere die Spiegelungen an der horizontalen Ebene z3 = 0, sowie an den
vertikalen Ebenen, welche die horizontale Koordinatenebene in den Geraden mit den
Gleichungen zo = x7, beziehungsweise xo = —x1, schneiden. Diese 3 Spiegelungen
halten den Ursprung O fest und erzeugen eine Untergruppe H; der Symmetriegruppe
G, welche die Ordnung 8 hat. Die Gruppe G besteht aber nicht nur aus den Komposi-
tionen der Form 7, o p mit w € I' und ¢ € H;. Sie enthilt auch Schraubungen, deren
Rotationsanteile die Ordnung 4 haben. Die Schraubungsachse einer dieser Schraubun-
gen ist die senkrechte Gerade mit der Gleichung z; = 0, 22 = 1/2; die Schraubung
selbst ist die Abbildung

1
)"

o=

Y

o=

0 -1 0

Yv:x— |1 0 0] -z+ (%,
0 0 1

Wie man zeigen kann, wird die Symmetriegruppe G erzeugt von den Translationen

mit Vektoren in I' = Z-by +Z- by + Z - b3, den beschriebenen 3 Spiegelungen und der
Schraubung .

1.3 Affine Aquivalenz von Symmetriegruppen

Die Symmetriegruppe einer Kristallstruktur soll wesentliche Eigenschaften der Struk-
tur sichtbar machen, unwesentliche aber unterdriicken. Sie unterdriickt gewisse Ein-
zelheiten von Natur aus: so haben bei geeigneter Wahl der Koordinaten die folgenden
Strukturen die gleichen Gruppen:

Andere unwichtige Unterschiede berticksichtigt die Symmetriegruppe aber, zum
Beispiel die genaue Lage des Zentrums einer Drehspiegelung. Wenn die Symmetrie-
gruppen der Kristallstrukturen zu einer tbersichlichen Klassifikation der Kristall-
strukturen fithren sollen, muss man daher festlegen, welche Kristallstrukturen als nur
unwesentlich verschieden angesehen werden sollen.
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8 Kapitel A : Einleitung

1.3a Ahnlich dquivalente Teilmengen

Zu Beginn der Nummer 1.2b wurde erwahnt, dass Kristallstrukturen durch Teilmen-
gen beschrieben werden kénnen. Uberlegen wir uns also, wann zwei Teilmengen S und
&’ als im wesentlichen gleich gelten sollen. Zunachst wird man S und jede verschobene
Menge S + v als im wesentlichen gleich ansehen. Ebenso sind S und das Bild von
unter einer Drehung noch im wesentlichen gleich. Sollen & und die gestreckte Menge
A-S mit A # 0 ebenfalls als gleichwertig betrachtet werden?

In der Kristallographie treten Strukturen auf, die chiral, das heisst, nicht spiegel-
bildlich sind. In einem solchen Fall kénnen die Struktur und ihr Spiegelbild, sofern
sie in der Natur vorkommt, unterschiedliche makroskopische Eigenschaften aufweisen.
Die Kristallographen betrachten eine chirale Struktur und ihr Spiegelbild deshalb als
echt verschieden; dem gemaiss lassen sie nur Streckungen mit positivem Faktor \ zu,
nicht aber die Rauminversion —1. Dieser Sichtweise entspricht die folgende Definition:

DEFINITION A1.8 Zwei Teilmengen S und 8’ werden eigentlich-dhnlich genannt, falls
es eine orientierungs-erhaltende Ahnlichkeitsabbildung o gibt, die S auf S’ abbildet.

Die Symmetriegruppen der Teilmengen erfiillen dann die Beziehung
Sym(S’) = 0 o Sym(S) oo™t (A1.2)

Obige Definition fithrt zu einer Aquivalenzrelation auf der Menge der Teilmengen
von E3; die Aquivalenzrelation hat aber unendlich viele Klassen. Einen Grund legen
die folgenden Ornamente nahe:

Die Punktgruppen der rechteckigen Netze sind gleich; sie enthalten keine Drehun-
gen der Ordnung 4 und sind daher kleiner als die Punktgruppe des quadratischen
Netzes links. Keine zwei der drei Netze sind &hnlich dquivalent, denn das Verhéltnis
der kleinsten positiven Norm eines Vektors des Gitters zur kleinsten Norm eines dar-
auf senkrecht stehenden Vektors bleibt bei einer Ahnlichkeitsabbildung erhalten. Auf
Grund der gleichen Punktgruppen, sollten aber die Ornamentgruppen des mittleren
und rechten Netzes als starker verwandt angesehen werden als jede von ihnen mit der
Ornamentgruppe des quadratischen Netzes verwandt ist.

Die bisherigen Einsichten lassen sich so zusammenfassen:

1. Zwei Teilmengen S und S’ sollten als im wesentlichen gleich betrachtet wer-
den, wenn es eine orientierungs-erhaltende Ahnlichkeitsabbildung o: E? —~ E3
gibt, die S auf &’ abbildet. Die Symmetriegruppen erfiillen dann die Beziehung
Sym(8’) = 0 o Sym(S) oo~ L.

2. Analog sollten mindestens dann zwei Raumgruppen G; und G als im wesent-
lichen gleich betrachtet werde, wenn es eine orientierungs-erhaltende Ahnlich-
keitsabbildung o: E3 == 3 gibt, welche die Beziehung

Gy=00G o0} (A1.3)

erfiillt.
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3. In gewissen Fillen sollten fiir o in obiger Gleichung (A1.3) nicht nur Ahnlichkeits-
abbildungen, sondern (bijektive) affine Abbildungen zugelassen werden. !

1.3b  Affin dquivalente Raumgruppen

Die Relationen, welche die zuvor formulierten Wiinsche erfiillen und heute allgemein
verwendet werden, sind die eigentlich-affine Aquivalenz und die affine Aquivalenz:

DEFINITION A1.9 Zwei Raumgruppen G1 und Gy werden eigentlich affin dquivalent
genannt, wenn es eine orientierungserhaltende affine Bijektion a: E? = E? gibt,
welche die Bedingung

Go=aoGioa ! (A1.4)

erfiillt. Sie sind affin dquivalent, wenn es eine affine Bijektion a: E = E gibt, welche
die Bedingung (A1.4) richtig macht.

Beide Relationen fiihren zu Einteilungen der Menge der Raumgruppen mit endlich
vielen Klassen. Genauer gilt das folgende Resultat, das Arthur SCHOENFLIES und E. S.
FEDOROV um 1890 durch Vergleich ihrer Listen gefunden haben:

HaupPTSATZ A1.10 (KLASSIFIKATION DER RAUMGRUPPEN) Es gibt 230 eingentlich-
affine und 219 affine Klassen von Raumgruppen des FEuklidischen Vektorraumes E3.

A2 Inhalt und Aufbau der Vorlesung

Das Hauptthema der Vorlesung sind die Raumgruppen des 3-dimensionalen Euklidi-
schen Raumes E3 und ihre Verallgemeinerungen auf héher-dimensionale Euklidische
Réaume, die Kristallographischen Gruppen. Als erstes werden dazu die grundlegenden
Begriffe erértert — Isometrien, Gitter, Kristallographische Gruppen und affine Aquiva-
lenz von Kristallographischen Gruppen. Diese Untersuchungen sind Gegenstand von
Kapitel A.

Darauf folgt ein Kapitel, in dem die Hauptresultate iiber Kristallographische Grup-
pen dargestellt werden. Diese Ergebnisse gehen in drei Richtungen: die Resultate der
ersten Art sind Kennzeichnungen: der Begriff der Kristallographischen Gruppe wie
auch verschiedene Hilfsbegriffe — insbesondere Gitter und arithmetische Kristallklas-
sen — lassen sich auf recht unterschiedliche Arten festlegen; es stellt sich dann jedes
Mal die Frage, ob die verschiedenen Definitionen dquivalent sind. Die alternativen
Definitionen sind Thema des Abschnittes C6.

Die néchste Gruppe von grundlegenden Ergebnissen sind Endlichkeitssdtze. Die
Theorie der Kristallographischen Gruppen erwuchs aus dem Wunsch, einer empiri-
schen Wissenschaft, der Kristallographie, eine Einteilungsschema zur Verfligung zu
stellen, das sich auf die Symmetrien des inneren Aufbaus der Kristalle bezog. Ein
solches Schema musste explizit vorliegen, bevor man es anwenden konnte, und es
sollte endlich sein. Sowohl Schoenflies wie Fedorow erarbeiteten explizite Listen; die
Endlichkeit der Liste war eher ein Nebenprodukt als ein Ergebnis, das bereits zu ei-
nem frithen Zeitpunkt der Untersuchung bekannt war. Insbesondere lieferte weder die
Vorgehensweise von Schoenfliess noch jene von Fedorov einen Hinweis, ob die Unter-
suchung der Kristallographischen Gruppen eines héher-dimensionalen Euklidischen

1Eine affine Abbildung ist die Zusammensetzung einer linearen Abbildung mit einer Translation.
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10 Kapitel A : Einleitung

Raumes zu endlich oder unendlichvielen affinen Klassen fithren wiirde. Die Endlich-
keit der Menge der affinen Klassen wurde von L. BIEBERBACH (1886-1982) bewiesen.
2

Der Endlichkeitssatz von Bieberbach, aber auch andere Endlichkeitssétze, etwa je-
ner iiber die Endlichkeit der Menge der arithmetischen Kristallklassen, liefern bereits
in niedrigen Dimensionen nur astronomisch grosse Anzahl-Abschétzungen. Insbeson-
dere erhélt man so keine Einsicht, wie man die Liste der Klassen je erstellen konnte,
selbst wenn sie sich als nicht allzu lang herausstellen sollte. Was man in der Anwen-
dungen neben den Endlichkeitssédtzen daher braucht, sind Konstruktionsmethoden,
die es erlauben, die Liste — oder wenigstens Ausschnitte der Liste — explizit aufzustel-
len. Eine dieser Konstruktionen ist das Hauptthema des Abschnittes CS.

In Kapitel D werden verschiedene explizite Klassifikationen erarbeitet und kom-
mentiert.

2.1 Bemerkungen zu den Grundlagen
2.2 Bemerkungen zu den Hauptresultaten

2.3 Bemerkungen zu den Klassifikationen

2So0 genannter zweiter Bieberbachscher Satz, erstmals bewiesen von G. FROBENIUS (1849-1917)
in [Frllb] und wenig spéter von Bieberbach in [Bil2] aus einem um 1910 angekiindigten Ergebnis
abgeleitet.
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B Grundlagen

Eine kristallographische Gruppe ist, grob gesprochen, die Symmetriegruppe Sym(S)
eines periodischen Musters S. Das Muster S wiederum ist dabei eine Teilmenge ei-
nes Euklidischen Raumes E = (V| dz2) und die Symmetriegruppe Sym(S) besteht aus
Isometrien des Raumes E, die § auf sich abbildet; da S periodisch ist, bilden die
Translationsvektoren der Translationen von Sym(S) ein Gitter im Euklidischen Vek-
torraum [E.

Dieses vorbereitende Kapitel beginnt mit einem Abschnitt iiber Isometrien. Thm
folgt ein Abschnitt, in welchem der Begriff des Gitters untersucht wird. Im dritten
Abschnitt geht es dann um Kristallographische Gruppen und um die affine Aquivalenz
solcher Gruppen.

* Kk ok

Im Folgenden bezeichnen (V,(—,—)) einen Euklidischen Vektorraum der Dimension

n > 1, dy die vom Skalarprodukt auf V induzierte Metrik und E den FEuklidischen
metrischen Raum (V,ds). Wird von R™ als FEuklidischem Vektorraum gesprochen, so
ist vorausgesetzt, dass R™ mit dem Standard-Skalarprodukt versehen ist. Die Vektoren
der Standard-Basis von R™ werden ey, ..., e, genannt.

B3 Isometrien eines Euklidischen Vektorraumes

In diesem Abschnitt werden die Isometrien eines Euklidischen metrischen Raumes
E = (V,dy) mit Hilfe der Linearen Algebra untersucht und beschrieben.

3.1 Begriff der Isometrie

Es werden die Begriffe der Isometrie eines Euklidischen metrischen Raumes [E und die
Gruppe Iso(E) aller Isometrien von E eingefiihrt.

DEeFINITION B3.1 Eine Isometrie von E ist eine bijektive Abbildung ¢: E — E, wel-
che alle Absténde beibehilt, d. h. die Gleichung

d2 ((2), 9(y)) = da(,y) (B3.1)

fiir jedes Paar (z,y) € E x E richtig macht.
Die Menge aller Isometrien von E wird mit Iso(E) bezeichnet.

3.1a Die Gruppe der Isometrien Iso(IE)

Seien ¢ und v Isometrien von E. Die Zusammensetzung ¢pop: E — E, 2z — w(ap(x))
ist eine bijektive Abbildung; wie die Rechnung

da (¥ 0 @)(x), (Y o @)(y)) = da (z/f(@(x)) : w(@(y))) =dy(p(x), 0(y)) = da(z,y)

11



12 Kapitel B : Grundlagen

zeigt, ist sie eine Isometrie. Folglich liefert die Zusammensetzung o eine innere Ver-
kniipfung auf der Menge Iso(E). Sie ist assoziativ, wie man leicht tiberpriift, und
besitzt die Identitit 1 als neutrales Element. Da die Umkehrabbildung ¢! einer
Isometrie ebenfalls eine Isometrie ist — denn

do((p7 " (2), 07 (y)) = do (so(so‘l(w)),w(w‘l(y))) = dz(,y),
ist das Paar (ISO(IE), o) eine Gruppe mit neutralem Element 1. Dies beweist den

HivrssaTz B3.2 Die Zusammensetzung von Abbildungen induziert eine innere Ver-
kniipfung auf Iso(E). Versieht man Iso(E) mit dieser Verknipfung, erhdlt man eine
Gruppe mit der Identitdt als neutralem Element.

BEMERKUNG B3.3 Ein Ziel des Abschnittes B3 ist es, eine Ubersicht iiber die Men-
ge Iso(E) zu bekommen. Der Umstand, dass (ISO(E), o) eine Gruppe ist, erlaubt es,
dieses Ziel durch den Nachweis zu gewinnen, dass jede Isometrie aus gut bekannten
Isometrien aufgebaut werden kann. Genauer gesagt werden wir zu folgenden Ergeb-
nissen gelangen:

o Jede Isometrie ist die Zusammensetzung 7 o ¢ einer Isometrie g, die den
Ursprung festhélt, und einer Translation 7.

o Jede Isometrie, die den Ursprung festhilt, ist linear und orthogonal.
o Jede Isometrie ist die Zusammensetzung von hochstens dim(E)+1 Spiegelungen
an affinen Hyperebenen.
3.1b FEinige Beispiele

1) Translationen. Jeder Vektor v € E gibt Anlass zu einer Abbildung 7: E — E, die
x auf x 4+ v abbildet. Diese Abbildung ist bijektiv und erhélt die Distanzen, denn

da(ro(2), 70 (y)) = (@ +v) =y +v)l| = |z — y|| = da(z, ).

Somit ist 7, eine Isometrie; man nennt sie die Translation mit Translationsvektor v.

2) Spiegelung an einer vektoriellen Hyperebene. Jeder Vektor a € E~ {0} gibt An-
lass zu einer vektoriellen Hyperebene H, = {y € E | (a,y) = 0} und einer Abbildung

(z,a)
-a
[lal?

pa:E—E, z—2-2 (B3.2)
Diese Abbildung ist linear, hélt alle Punkte der Hyperebene H, punktweise fest und
bildet a auf —a ab. Sie ist eine Isometrie, genannt Spiegelung an der Hyperebene H,.
Ersetzt man a durch A -a mit A € R~ {0}, so ist Hy., = H, und py.q = pg. Falls es
fiir eine Rechnung giinstig ist, kann man also annehmen, a sei ein Einheitsvektor.

3) Spiegelung an einer affinen Hyperebene. Seien H, eine vektorielle Hyperebene
und p, die Spiegelung an H,. Ist v € E, so bildet 7, die Hyperebene H, auf die
Losungsmenge der Gleichung (a,y — v) = 0 ab; diese lasst sich auch so schreiben

{a,y) = {a,v).

Die Losungsmenge dieser zweiten Gleichung enthélt den Punkt v und ist eine affine
Hyperebene. Die Komposition p,, = 7, 0 p, o 7, ist daher eine Isometrie, welche
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B3 [Isometrien eines Euklidischen Vektorraumes 13

To(H,) punktweise festhilt und a + v auf —a + v abbildet; diese Isometrie wird Spie-
gelung an der affinen Hyperebene 7,(H,) genannt. Sie wird durch die Formel
x—v,a)

fr=va) O gy

(o0 paom @) = (z—v) =2 atv= fall?

beschrieben.

3.1c Isometrien und orthogonale Abbildungen

Die Tatsache, dass die Translationen transitiv auf E wirken und Isometrien sind, fiihrt
leicht zu einem ersten wichtigen Ergebnis tiber Iso(E):

SATz B3.4 Jede Isometrie ¢ von E ist die Zusammensetzung T o g einer Isometrie
o, die den Ursprung festhdlt, und einer Translation T.
Jede Isometrie 1, die 0 festhdlt, ist eine (lineare) orthogonale Abbildung.

Proof. Seien v = (0) und 7 = (z + x +v). Dann ist ¢g = 7! 0 ¢ eine Isometrie, die
den Ursprung festhélt, und ¢ = 7 o .

Sei nun ¢ eine Isometrie mit 1(0) = 0. Dann erfiillt ¢ die Beziehung (¢ (z), ¢ (y)) =
(x,y) fiir jede Wahl von (x,y) € E?. Dies folgt aus dem Umstand, dass sich das
Skalarprodukt durch die Norm || — || ausdriicken l4sst:

20 (), ¥(y)) = [l @)II* + [ W)II* = [¥(@) — L)

= dy (1b(2),1(0))” + da (¥(y), (0))* — da(v(x), % (y))
= ||z + lyll* - |z — ylI* = 2(z, y).

2

Es verbleibt der Nachweis, dass v linear ist. Ein sehr raffiniertes Argument geht
auf die Arbeit [MU32] von S. Mazur und S. Ulam zuriick; es gilt fiir jeden reellen
linearen normierten Raum. Ein allgemeiner bekanntes Argument stiitzt sich auf die
eben bewiesene Beziehung (¢(x),¥(y)) = (x,y), zieht daraus den Schluss, dass jede
Orthonormalbasis B = (ey,...,e,) auf eine Orthonormalbasis abgebildet wird, und
beniitzt dann Rechnung

T = ZJ_(?E,ej)ej und ¢ (z) = Zj (W), ¥le;))v(e;) = Zj (z,e5)¥(e5).

3.2 Algebraische Eigenschaften der Gruppe Iso(E)

In diesem Unterabschnitt werden einige Eigenschaften der Gruppe Iso(E) zusammen-
gestellt. Ausgangspunkt der Uberlegungen ist Satz B3.4.

3.2a Formelsammlung

Nach Satz B3.4 ist jede Isometrie ¢ die Zusammensetzung einer orthogonalen Abbil-
dung L: V — V und einer Translation 7,. Ist nun ¢’ = 7,» o L’ eine zweite Isometrie,
so gilt
(po@)(x) = p(L'(x) +v') = L(L'(z) + ') +v
=(LolL')(z)+ L{) +w.
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14 Kapitel B : Grundlagen

Diese Rechnung lésst sich so zusammenfassen:
(rvoL)o(ry oL') =T, pwyo(Lol’). (B3.4)

Die gewonnene Formel lehrt insbesondere, dass die Abbildung

m: Iso(E) = O(V,(=)), (rwoL)—L (B3.5)
ein Gruppenhomomorphismus der Isometriegruppe von E in die orthogonale Gruppe
des Euklidischen Vektorraumes (V, (—, —)) ist. Dieser Homomorphismus ist surjektiv,
denn jede orthogonale Abbildung ist eine Isometrie von E. Der Kern von 7 besteht
aus allen Translationen des Vektorraumes [E.

Es bezeichne T'(E) die Untergruppe der Translationen von E; als Kern eines Grup-
penhomomorphismus ist T(E) ein Normalteiler der Gruppe Iso(E). Die Wirkung von
Iso(E) auf T'(E) lasst sich leicht beschreiben. Zunéchst ist

(oo L) " = (1_p-1syo L"), (B3.6)
denn nach Gleichung (B3.4) gilt die Rechnung
(T,U e} L) e} (Tfol(u) o Lil) = vaL(Lfl(U)) oLo Lil =1.
Also ist
(rooL)oryo(roL) ! = (TerL(u) © L) © (T—L’l(v) © L_l) = Tw

mit w = v + L(u) — L(L™(v)) = L(u). Das Resultat héingt also nicht vom Transla-
tionsteil 7, der Isometrie 7, o L ab, sondern nur von ihrem linearen Teil L.

Der nachste Satz fasst die erzielten Einsichten zusammen.

SaTz B3.5 Die Gruppe Iso(E) der Isometrien eines Euklidischen Vektorraumes E hat
die folgenden Eigenschaften:

(i) Jede Isometrie ¢ € Iso(E) ist die Zusammensetzung einer orthogonalen Abbil-
dung L und der Translation T, mit v = ¢(0). Umgekehrt ist jede Translation

und jede orthogonale Abbildung eine Isometrie.

(i) Es gelten die Rechenregeln

(Tv @) L) @) (Tv’ [©) L ) = To+L(v") 9] (L o L/), (B37>
(1y 0 =710 L' mit w=—-L""(v), (B3.8)
(rpoL)oTy,o(ryoL) " =Ty - (B3.9)

fur alle Vektoren u und v aus V.

(iii) Die Abbildung m: Iso(E) — O(E), die der Isometrie T o L ihren linearen Teil
zuordnet, ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus auf die Gruppe der or-
thogonalen Abbildung O(V,(—,—)) des Euklidischen Vektorraumes (V,{—,—)).
Sein Kern ist der Normalteiler T(E) der Translationen von E.
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3.2b  Parametrisierung der Gruppe Iso(E)

Aussage (iii) von Satz B3.5 lasst sich noch etwas handlicher formulieren. Zunéchst
sind der Translationsvektor v und der lineare Teil L einer Isometrie von E eindeutig
durch ¢ bestimmt sind; es ist ja v = ¢(0) und L = 7,! o . Daher gibt es eine
Abbildung

9: Iso(E) = E x O(R), ¢ (v=p(0),L=1,"10¢) (B3.10)

Sie wird zu einem Homomorphismus, wenn man auf E x O(E)) eine Multiplikation
einfiihrt, die im Einklang mit Formel (B3.4) ist:

(v,L)- (', L") = (v+ L(v'),Lo L). (B3.11)

Der Kern dieses Gruppenhomomorphismus besteht nur aus der Identitat 1; die Ab-
bildung ist also injektiv. Sie ist auch surjektiv, da die Zusammensetzung 7, o L fiir
jeden Vektor v € V und jede orthogonale Abbildung L € O(E) eine Isometrie ist.
Folglich ist ¢ ein Gruppenisomorphismus. Er zeigt, wie sich die Gruppe Iso(E) auf
tibersichtliche Art parametrisieren ldsst. Er erlaubt es ferner, die Gruppe Iso(E) mit
einer Metrik zu versehen. Dies wird in Unterabschnitt 6.4 von Bedeutung sein.

Der Gruppenhomomorphismus 9 ist auch hilfreich, wenn man in Iso(E) explizite
Rechnungen durchfithren mochte. Dann ist die folgende Formelsammlung von Nutzen:

KOROLLAR B3.6 Wird die Menge E x O(E) mit der Multiplikation (B3.11) versehen,
so erhdlt man eine Gruppe; sie wird semi-direktes Produkt von E und O(E) genannt
und mit E x O(E) bezeichnet. In E x O(E) gelten folgende Rechenregeln.:

3.2c¢  Begriff der Punktgruppe

Die kristallographischen Gruppen des Euklidischen Raumes E sind Untergruppen der
Isometriegruppe Iso(E) mit speziellen Eigenschaften. Als Vorbereitung auf ihr Studi-
um betrachte ich dieser Nummer allgemeine Untergruppen von Iso(E).

DEFINITIONEN B3.7 Sei G eine Untergruppe von Iso(E). Schrankt man die Projekti-
on7: Iso(E) — O(E) auf G ein, erhilt man einen Homomorphismus 7,; er bildet 70 L
auf L ab. Das Bild von m, wird Punktgruppe von G genannt und mit Gy bezeichnet;
der Kern von pi, ist der Normalteiler T'(G) der Translationen in G. Die Untergruppe
aller Translationsvektoren der Translationen 7 € T'(G) wird mit T'(G) bezeichnet.

Falls G eine kristallographische Gruppe von E ist, so ist ihre Untergruppe I'(G)
definitionsgeméss ein Gitter von E. Dieser Umstand hat zur Folge, dass ihre Punkt-
gruppe endlich ist (siehe Satz B4.7). Die Punktgruppe einer beliebigen Untergruppe
von Iso(E) braucht aber keineswegs endlich zu sein, und zwar auch dann nicht, wenn
sie vergleichsweise klein, zum Beispiel unendlich zyklisch, ist. Dies lehrt das folgende
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BEISPIEL B3.8 Seien n = 3 und G die unendlich zyklische Gruppe, die von der
Schraubung

cost —sint 0
p:xr—A-x+es mit A= |[sint cost 0 (B3.16)
0 0 1

erzeugt wird. Die Punktgruppe Gy von G wird von der Drehung x +— A - x erzeugt;
sie ist genau dann endlich, wenn die reelle Zahl ¢ ein rationalzahliges Vielfaches von m
ist. Falls Gy unendlich ist, besteht ker w,, = I'(G) nur aus dem Nullvektor; andernfalls
ist er unendlich zyklisch und wird von Vektor card(Gy) - es erzeugt.

Wie wir oben gesehen haben, gibt jede Untergruppe G Anlass zu zwei Gruppen:
der Punktgruppe Gy, einer Untergruppe der orthogonalen Gruppe O(E), und der
Untergruppe I'(G) der additiven Gruppe von E. Die Konjugation in G fithrt zu einer
Wirkung von Gy auf I'(G). Genauer gilt:

HivrssaTz B3.9 Ist G eine Untergruppe von Iso(E), so ist die Untergruppe T'(G)
invariant unter der kanonischen Wirkung der Punktgruppe Goy auf E.

Proof. Der Kern T(G) der Projektion 7, von G auf Gy ist ein Normalteiler von G. Sei
nun L' € Gy. Nach Definition der Punktgruppe Gy gibt es dann eine Translation 7/, so
dass 7oL’ in G liegt. Fiir jeden Vektor v € I'(G) ist die Isometrie (7/0L")o7,(7/0L/) 71
ein Element von G. Nach Gleichung (B3.9) von Satz B3.5 ist es die Translation mit
Vektor L(v). Folglich gehort L' (v) nach Definition in T'(G). O

3.3 Isometrien und Spiegelungen

Es wird gezeigt, dass jede Isometrie die Komposition von Spiegelungen an Hyperebe-
nen ist.

3.3a Hauptresultat

HaupTsATZ B3.10 Sei ¢ eine Isometrie des Euklidischen Vektorraumes E. Falls die

Isometrie m affin unabhdngige Punkte yo, Y1, - - ., Ym—1 festhdlt, so ist sie die Zusam-
mensetzung von hochstens dim(E) + 1 — m Spiegelungen an Hyperebenen H, welche
alle die Punkte yo, y1, ---, Ym—1 enthalten.

Insbesondere ist jede Isometrie die Zusammensetzung von héchstens dim(E) + 1
Spiegelungen und die Identitdt ist die einzige Isometrie, welche dim(E) + 1 affin un-
abhdangige Punkte festhdlt

Proof. Seien n = dim(E) und g, 1, ..., Ym—1 affin unabhingige Punkte, die von
der Isometrie @ festgehalten werden. Nach Definition sind dann die Differenzvektoren
Y1 — Yo, Y2 — Yo, - - -, Ym — Yo linear unabhéngig. Also ldsst sich die Folge yo, v1, - - -,

Ym—1 zu einer Folge von n + 1 affin unabhéngigen Vektoren vervollstandigen, etwa

]:: (yan-‘ra" o Ym—1Ym, - - ayn)

Wir beweisen mit Induktion tiber ¢ € {0,...,n}, dass eine Isometrie, die ¢ dieser
Punkte bewegt, die Zusammensetzung von hochstens ¢ Spiegelungen ist.
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Sei zunéchst £ = 0. Dann hélt ¢ jedes Element der Folge F fest und wir haben zu
beweisen, dass ¢ die Identitét ist. Zu jedem Punkt y € E betrachten wir die Menge

Hy={z €E|dao(z,y) = dz(2,90(y)) } -

Ist z ein Fixpunkt von ¢, so zeigt die Rechnung

da(z,y) = da(p(2), ¢(y)) = d2(z, ¢(y)),

dass z zu H, gehort. Insbesondere liegt also jeder Punkt der Folge F in H,. Falls
o(y) = y ist, ist H, = E; andernfalls ist H eine Hyperebene (siehe Hilfssatz B3.11
unten). Da die Punkte der Folge F affin unabhéngig sind, kann der zweite Fall nicht
eintreten, weshalb ¢(y) = y ist. Da diese Uberlegung fiir jeden Punkt y € E zutrifft,
ist o = 1.

Seien nun ¢ > 0 und y; einer der Punkte der Folge, der von ¢ verschoben wird.
Dann ist Hy, = {:L' eV | da(z,yx) = da (x, @(yk))} ein affiner Hyperraum. Die Spie-
gelung p an H,, bildet p = yi auf ¢ = ¢(yx) ab, denn nach Hilfssatz B3.11 ist
g — p ein Normalenvektor von H,, und (p + ¢)/2 liegt in H,_j, weshalb p den Punkt
p= 1 — P auf 229 4 2P — g abbildet. Die Isometrie ¢ = p~! o ¢ bewegt dann
hochstens (-1 Punkte der Folge F. Nach Induktionsannahme ist sie deshalb die
Zusammensetzung von hochstens £ — 1 Spiegelungen an Hyperebenen, von denen jede
den Punkt p und die (n+ 1) — ¢ von ¢ festgehaltenen Punkte der Folge enthalten. Ist
plop=p.o---0pyop mit r < ¢ — 1, so ist daher ¢ die Zusammensetzung von
hochstens ¢ Spiegelungen. O

HiLrssaTtz B3.11 Sind p # q in E, so ist Hy, g = {x € V | da(z,p) = da(z,q)} eine
affine Hyperebene, welche den Mittelpunkt %p + %q der Strecke [p, q] enthalt und g —p
zum Normalenvektor hat.

Proof. Ein Punkt x € E gehort genau dann zu H,, 4, wenn er die Bedingung ds(x, p) =
da(z, q) erfilllt. Diese ist Aquivant mit:

lz—pl*=lz—q|* < (z—p,x—p)=(x—qz—q)
& ||z)* = 2(z,p) + |Ipl1* = l|z||* — 2(z, @) + lglI* < 2(z,q — p) = ||glI* — Ilp]I*-

Folglich ist H, 4 eine Hyperebene mit Normalenvektor ¢ — p. Da H, , gewiss den
Mittelpunkt $p + ¢ der Strecke [p, ¢ enthélt, ist alles bewiesen. O

BEMERKUNGEN B3.12 1) Theorem B3.10 liefert einen neuen Beweis der Tatsache,
dass eine Isometrie 1, welchen den Ursprung festhilt, eine lineare Abbildung ist. Ge-
méss ihm ist ¢ namlich die Zusammensetzung von hochstens dim(E) Spiegelungen an
affinen Hyperebenen, die den Ursprung enthalten, also an vektoriellen Hyperebenen.
Jede dieser Spiegelungen ist durch eine Formel der Bauart (B3.2) gegeben und daher
linear.

2) Theorem B3.10 hat ein Analogon in der sphérischen Geometrie: jede Isometrie
der Einheitssphdre S C R™ ist die Zusammensetzung von hochstens n Spiegelungen,
die von Spiegelungen des umgebenden Euklidischen Raumes R™ (versehen mit dem
Standard-Skalarprodukt) induziert sind. Insbesondere ist jede Isometrie der Sphére
S die Einschrinkung einer orthogonalen Abbildung des umgebenden Euklidischen
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18 Kapitel B : Grundlagen

Raumes. Dabei spielt es keine Rolle, ob man die Sphére mit der von (R",{—, —))
induzierten Metrik oder mit der intrinsischen Metrik versieht.

Obiges Theorem hat auch ein Analogon in der hyperbolischen Geometrie: jede
Isometrie des n-dimensionalen hyperbolischen Raumes H ist die Zusammensetzung
von hochstens n + 1 Spiegelungen an Hyperebenen.
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B4 Gitter in Euklidischen Ridumen 19

B4 Gitter in Euklidischen Raumen

Das Hauptthema dieses Kapitels ist der Begriff der kristallographischen Gruppe. Je-
de derartige Gruppe besteht aus Isometrien eines Euklidischen Vektorraumes E. Thr
kennzeichnendes Merkmal ist es, dass der Normalteiler der Translationsvektoren ein
Gitter von E ist. Aus diesem Grunde geht dem Abschnitt B5, in dem die kristallogra-
phischen Gruppen eingefiihrt werden, ein Abschnitt tiber Gitter voran.

* k x

In diesem Abschnitt bezeichnen I' ein Gitter des Fuklidischen Vektorraumes E der
Dimension n > 1 und Aut(T") die Automorphismengruppe des Gitters, es sei denn,
das Gegenteil werde ausdriicklich hervorgehoben.

4.1 Begriff des Gitters und seiner Automorphismengruppe

Ich gebe zuerst die Definition der Gitter. Sie ldsst auf verschiedene, aber dquivalente,
Arten formulieren. Am besten eignet sich fiir uns

DEFINITION B4.1 Eine Untergruppe I' der additiven Gruppe von E wird Gitter ge-
nannt, wenn sie von einer Basis des Vektorraumes E erzeugt wird.

DEFINITION B4.2 Ist I ein Gitter von E, so wird jede Vektorraum-Basis von E, welche
das Gitter erzeugt, eine Z-Basis des Gitters genannt.

In Definition B4.1 wird die algebraische Form eines Gitter von E betont: ein Gitter
ist eine Teilmenge der Form {x1 - by + -+ + @, - by, | (21,...,2,) € Z™}, wobei
B = (by,ba,...,b,) eine geordnete Vektorraum-Basis von E bezeichnet.

Bei der Analyse der kristallographischen Gruppen G spielt neben dem Gitter der
Translationsvektoren I'(G) auch die so genannte Punktgruppe G eine wichtige Rolle.
Diese Gruppe ist eine Untergruppe der Symmetriegruppe des Gitters I'(G). Unter der
Symmetrie- oder Automorphismengruppe eines Gitter versteht man dabei folgendes:

DEFINITION B4.3 Sei I' ein Gitter in E. Die Menge der orthogonalen Abbildungen
p: E — E, welche das Gitter I' auf sich abbilden, ist eine Untergruppe der ortho-
gonalen Gruppe O(E); sie wird Automorphismengruppe des Gitters genannt und mit
Aut(T") bezeichnet.

Im Rest dieses Unterabschnittes erarbeite ich eine Kennzeichnung der Gitter als dis-
krete Untergruppen des Euklidischen Vektorraumes E mit kompaktem Fundamental-
bereich (Theorem B4.4) und beweise, dass die Automorphismengruppe jedes Gitters
endlich ist (Satz B4.7).

4.1a Kennzeichnung der Gitter

In Beispielen und Anwendungen treten oft additive Untergruppen eines Euklidischen
Vektorraumes auf, von denen zwar a priori bekannt ist, dass sie eine Basis des um-
gebenden Vektorraumes enthalten, ohne dass unmittelbar einsichtig ist, dass die Un-
tergruppen von einer Vektorraumbasis erzeugt werden konnen. In solchen Féllen ist
die folgende Kennzeichnung hilfreich:
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HaupTsaTz B4.4 Fir jede Untergruppe I' des Fuklidischen Vektorraumes E sind die
folgenden Bedingungen gleichwertig:

(i) T wird von einer Basis des Vektorraumes V erzeugt, d. h. " ist ein Gitter in E.

(ii) T ist eine diskrete Untergruppe des Raumes E, welche eine Basis von E enthdlt.

Proof. (i) = (ii). Ein Gitter I" besteht nach Definition aus allen ganzzahligen Linear-
kombinationen xq - by + - -+ + @, - by, einer geordneten Basis B = (by,ba,...,b,) des
umgebenden Raumes E. Wir wollen zeigen, dass jede Kugel K, = {x € E | ||z| < p}
nur endlich Vektoren des Gitters enthdlt.

Um dies zu begriinden, wihlen wir eine Orthonormalbasis U = (uq,...,u,) in E.
Jeder Vektor v € V wird dann durch die Fourier-Summe Y, (v, ug) - us, dargestellt.
Da B und U geordnete Basis sind, gibt es andererseits eine n—reihige Matrix A = (a; ),
derart dass die Beziehung uy = Zj a; - bj fir jeden Index j € {1,2,...,n} richtig
ist. Folglich lassen sich die Koeffizienten z; des Vektors v beziiglich der Basis B so
ausdriicken:

v = Zk@,uk) S = Zk(v,uk> . (ZJ ajp-bj) = Zj (Zk aj,k(v,uw) - bj.

Diese Beschreibung des Koeffizienten z; erméglicht die Abschatzung

gl = |2, @it an)| 37 Jainl 10w <3 Jagel- ol (B4.1)

Sie lehrt, wie die Koeffizienten 1, ...z, aller Vektoren einer Kugel K, durch den
Radius p und die Koeffizienten der Matrix A beschrinkt werden kénnen. Insbesondere
zeigt sie, dass die Menge 'N K, = {z € Z" | ||[x1b1 + - - + by || < p} fiir jeden
Radius p endlich ist.

(ii) = (i). Nach Voraussetzung enthélt die Gruppe I' eine Basis {vy,va,...,v,}
des Vektorraumes E. Ordnet man diese Basis nach aufsteigendem Index, kommt man
zu einer Fahne von Teilrdumen

U=R- v <Us=R-v1+R-vu<Us<---<U,=E;

dabei sei U; der Unterraum, der von den Vektoren vy, ...v; aufgespannt wird. Mit
Hilfe dieser Fahne konstruieren wir nun eine Folge B = (by,ba,...,b,), von der wir
anschliessend nachweisen, dass sie eine Z—Basis des Gitters I ist.

Die Konstruktion der Folge B erfolgt schrittweise. Als by nehmen wir einen Git-
terpunkt von I' N U;, der minimale positive Norm hat. Ein solcher Vektor existiert,
da I' eine diskrete Teilmenge des Raumes E ist. Als zweiten Vektor wéhlt man einen
Vektor in I' N Uy, der nicht in U; liegt, aber von U; minimalen Abstand aufweist; die
Existenz eines solchen Punktes wird durch Hilfssatz B4.5, den eben bewiesenen Punkt
(i) und den Umstand, dass U; von Vektoren des Gitters aufgespannt wird, impliziert.
Auf die gleiche Art findet man die Vektoren b3, ..., by,.

Es ist klar, dass B eine geordnete Basis des Vektorraumes E ist. Um nach zu
weisen, dass sie die Gruppe I' erzeugt, gehen wir wieder schrittweise vor. Zunéchst
erzeugt b; die Untergruppe I'y = I'N Uy, denn by ist ein Vektor aus I'y mit minimaler
positiver Norm. (Man kann auch Hilfssatz B4.6 mit E = U; und U = {0} anwenden.)
Hat man schon eingesehen, dass die Teilfolge B’ = (by,...,b,—1) die Untergruppe
I' N U,—1 erzeugt, so gewinnt man die behauptete Eigenschaft der Folge B, indem
man Hilfssatz B4.6 mit U = U,,_; anwendet. ]
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Im obigem Beweis sind zwei Resultate zitiert worden, die auch in anderen Zusam-
menhéngen von Nutzen sind. Das erste lautet so:

HivLrssaTz B4.5 Seien I' eine diskrete Untergruppe des Vektorraumes E, die E auf-
spannt, und U & E ein echter Unterraum, der vom Durchschnitt I' N U erzeugt wird.
Dann gibt es in der Menge I' \ U einen Vektor, der kleinsten Abstand von U hat.

Proof. Sei U+ das Orthogonalkomplement von U in E. Jeder Vektor v € E hat eine
eindeutige Darstellung v = v + v, mit vy € U und v € U~. Die Linge von v, ist
gerade der orthogonale Abstand da(v,U) von v zu U.

Da I' den Vektorraum E erzeugt und U ein echter Teilraum dieses Vektorraumes
ist, enthélt die Differenz I'\\U einen Vektor, etwa w. Dieser Vektor hat die Darstellung
w = w) +wy mit w €U und w, € U~+. Nach Annahme wird U vom Durchschnitt
I'NU aufgespannt. Somit gibt es eine Basis B’ = (b1, ..., by,) von U, die aus Gitter-
punkten besteht. Da die Parallelkomponente w) von w in U liegt, gibt es weiter reelle
Zahlen A1, ..., Ay mit w) = Zj Aj - b;. Seien x1, ..., &, ganze Zahlen, derart dass
die Betrédge |A; — x| kleiner als 1 sind. Dann ist w’ = w — 2?2—11 xj-bj ein Vektor aus
'\ U, fir den die Abschétzung

o/l = 1D, O =) by + wll < 3+ da(aw, V)

gilt. Weiter ist do(w',U) = da(w,U). Setze p = 3. ||bj|| + da(w,U). Falls es einen
Vektor v € I' \ U gibt, der noch néher an U liegt als w, so kann man wie oben einen
Vektor v konstruieren, welcher der Kugel K, angehért, und den gleichen Abstand
von U wie v hat. Nun ist die Gruppe I' nach Annahme eine diskrete Untergruppe von
E; die Kugel K, enthdlt daher nur endlich viele Punkte. Unter diesen wird es einen
geben, der nicht in U enthalten ist, aber minimalen Abstand von U hat. g

Eine Anwendung des eben bewiesenen Hilfssatzes ist das néchste Resultat; es ist im
Beweis von Theorem B4.4 ebenfalls verwendet worden.

HiLrssaTz B4.6 Seien I' eine diskrete Untergruppe des Vektorraumes E, die E auf-
spannt, und U ein Unterraum der Kodimension 1, welcher vom Durchschnitt ' N U
erzeugt wird. Dann ist das Bild von I' unter der Projektion von E auf das orthogonale
Komplement U+ von U eine unendlich zyklische Gruppe.

Weiter gilt: sind B’ = (by,ba,...,by—1) eine Z—Basis des Durchschnittes T N U,
und v ein Vektor in T N\ U, so erzeugt die Folge B = (b1,...,b,—1,v) genau dann T,
wenn v unter allen Punkten von I' \ U minimalen Abstand von U hat.

Proof. Nach Hilfssatz B4.5 enthélt I' ~ U einen Vektor vy, der von U minimalen
Abstand hat. Wir zerlegen v gemiss der orthogonalen Zerlegung E = U@ U+ des
Raumes und bezeichnen die Orthogonalkomponente von vy mit z.

Sei nun v ein beliebiger Vektor aus I'. Dann ist v, ein reelzahliges Vielfaches
A-wvy von z. Ist m eine ganze Zahl mit |\ — m| < 1, so gehort der Differenzvektor
v/ =v —m-vg zu I' und befindet sich naher an U als v, denn

(v—m-vy)L =v, —m-z=(A—m)-z.

Auf Grund der Minimaleigenschaft von vy liegt v’ daher im Unterraum U. Da er
auch im Gitter T' liegt, ist er eine ganzzahlige Linearkombination der Z-Basis B’ =
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(b1,ba,...,bp—1) von T NU, etwa v’ =my - by + -+ my_1 - by—1. Somit ist
vzml-b1+-~+mn,1-bn,1+m-vo. (B42)

Obige Uberlegung beweist als erstes, dass B = (by,...,b,_1,v0) eine Z-Basis des
Gitters I' ist. Sodann zeigt sie, dass das Bild des Gitters unter der Projektion auf die
Gerade U+ eine unendlich zyklische Gruppe ist, die vom Vektor z = (vg), erzeugt
wird. Da der Abstand do(w,U) gerade |m| - da(vo, U) betrigt, erkennt man weiter,
dass B’ zusammen mit einem Vektor w € T' \ U, der da(w,U) > da(vg,U) erfiillt,
das Gitter nicht erzeugt. Ist hingegen, dao(w,U) = da(vo,U), so ist der Koeffizient
m in der Darstellung (B4.2) gleich £1, weshalb man vy als ganzzahlige Linearkom-
bination von w und der Folge B’ = (b1,...,b,_1) darstellen kann. Daher ist mit
B=(b1,...,bp_1,v0) auch (by,...,b,_1,w) eine Z—Basis von T. O

4.1b  Endlichkeit der Automorphismengruppe eines Gitters

Das néchste Resultat ist eine Folge der Orthogonalitdt der Automorphismen eines
Gitters und der inzwischen nachgewiesenen Diskretheit der Gitter.

Satz B4.7 Die Automorphismengruppe Aut(T') jedes Gitters ' ist endlich.

Proof. Die Gruppe Aut(T") besteht aus allen orthogonalen Abbildungen ¢ von E, die
I' auf sich abbilden. Diese Abbildungen bilden jede Kugel K, = {z € E | ||z|| < p}
mit Mittelpunkt im Ursprung, also auch jeden Durchschnitt I' N K, auf sich ab. Fiir
jede positive reelle Zahl p erhélt man daher durch Einschréanken eine Abbildung

Ny Aut(I') — Perm(I' N K )

von Aut(I") in die Gruppe der Permutationen der Menge I' N K. Sie ist ein Homo-
morphismus, dessen Kern aus allen orthogonalen Abbildungen ¢ € Aut(T") besteht,
die I' N K, punktweise festhalten. Wahlt man p so gross, dass I' N K, ein Erzeugen-
densystem von E enthélt, wird 77, daher injektiv.

Nun ist aber T' eine diskrete Untergruppe der additiven Gruppe von E (siehe
Theorem B4.4). Deshalb ist jede der Mengen I'N K, endlich. Insgesamt ergibt sich, dass
Aut(T') isomorph einer Untergruppe der Gruppe aller Permutationen einer endlichen
Menge und daher endlich ist. 0

BEMERKUNG B4.8 Der eben bewiesene Satz zeigt, dass die Automorphismengrup-
pe jedes Gitters in E endlich ist; er lasst aber die Frage offen, ob es eine universelle
Schranke der Ordnungen all dieser Automorphismengruppen gibt. Die Antwort ist po-
sitiv: nach Korollar C7.1 teilt ndmlich die Ordnung der Automorphismengruppe jedes
Gitters eines n-dimensionalen Euklidischen Raumes die Ordnung der Matrizengruppe
GL(n,F3). Deren Ordnung betriigt (3" — 1) - (3" —3) - (3" — 32) ... (3" — 3n~1).

4.1c  Minimalmenge eines Gitters

Ein Gitter eines Euklidischen Vektorraumes ist eine unendliche Untergruppe und
daher, a priori, schwierig zu iiberblicken. Will man zum Beispiel nachweisen, dass
zwei Gitter echt verschieden, etwa nicht &hnlich, sind, kénnen endliche Teilmengen,
welche den Gittern kanonisch zugeordnet sind, hilfreich sein. Die Minimalmenge ist
ein Beispiel einer solchen Teilmenge:

Uberarbeitung September 2010



B4 Gitter in Euklidischen Ridumen 23

DEFINITION B4.9 Ist I' ein Gitter eines Euklidischen Raumes E, so bezeichne M(T")
die Menge der Vektoren minimaler positiver Linge von I" und m(I") die gemeinsame
Lénge der Vektoren von M(T'). Man nennt M(T") die Minimalmenge des Gitters T

Die Minimalmenge M (T") existiert und ist endlich, denn I ist eine diskrete Unter-
gruppe von E (Theorem B4.4). Da Aut(I") aus orthogonalen Abbildungen besteht, ist
die Minimalmenge invariant unter der Automorphismengruppe des Gitters. Sie liefert
daher einen Homomorphismus

N« Aut(T') — Perm(M(T)). (B4.3)

Er ist injektiv, wenn M(T") den Vektorraum E aufspannt.

4.2 Kubische Gitter

In diesem Unterabschnitt illustriere ich die Begriffe des vorangehenden Unterabschnit-
tes durch eine wichtige Klassen von Gittern. Im 3-dimensionalen Raum sind die Gitter
dieser Klasse dem Standard-Gitters Z3 dhnlich und werden primitive kubische Gitter
genannt. Thre Verallgemeinerung auf beliebige Euklidische Réume lautet:

DEFINITION B4.10 Ein Gitter I' des Euklidischen Raumes E wird kubisch genannt,
wenn es eine Z-Basis besitzt, die aus gleich langen, paarweise orthogonalen Vektoren
besteht.

4.2a Minimalmenge eines kubisches Gitters

Um die Automorphismengruppen der Gitter zu berechnen, ziehen wir die Minimal-
menge der Gitter heran (siehe Definition 4.1c¢). Deren Bestimmung ist leicht: ist
B = (b1,ba,...,b,) eine Z-Basis des kubischen Gitters I', die aus paarweise ortho-
gonalen Vektoren gleicher Lénge besteht, so ist

M(T,,) = {£b1, £bo, ..., £by}; (B4.4)

denn gemiss der Formel || Y- ;- b, = (Z] xf) -||b1||? ist die kleinste positive Linge

der Gitterelemente gleich ||b]|.

Abbildung B.1: Minimalmengen eines quadratischen Netzes und eines kubischen Git-
ters

In den Dimensionen 2 und 3 sind die Minimalmengen die Eckenmenge eines Qua-
drates, beziehungsweise jene eines regelméssigen Oktaeders (siehe Abbildung (B.1));
fiir n > 4 ist die Minimalmenge die Eckenmenge eines regelméssigen Polytops, das
Kreuz-Polytop genannt wird.
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4.2b  Automorphismengruppe eines kubischen Gitters

Da die Minimalmenge M(T',,) eines kubischen Gitters den umgebenden Raum E"
erzeugt, ist der Homomorphismus (B4.3) injektiv. Dieser Umstand macht die Bestim-
mung der Automorphismen des Gitters leicht: jeder Automorphismus permutiert die
Vektoren der Basis (b1, ...,b,) und dndert darauf einige der Vorzeichen der permu-
tierten Basisvektoren. Die Automorphismengruppe enthélt folglich die Untergruppe
N der Ordnung 2", die von allen Vorzeichenwechseln

bl’—>:|:b1, b2l—>:|:b2,...,bnl—>:|:bn
gebildet wird, und die Untergruppe P, die aus allen Permutationsabbildungen
bl = bﬂ'(l)) b2 = b7'r(2)a ceey bn = bTr(n)

besteht. Die Untergruppe N ist ein Normalteiler der Automorphismengruppe, ist sie
doch der Kern des offensichtlichen Homomorphismus

Aut(T),) — Perm({b;, —b; | 1 < j <n}).
Die Ordnung der Automorphismengruppe betrégt daher 2™ - n!.

BEMERKUNG B4.11 Die Minimalfolgen des Gitters I',, haben alle die Form F =
(£br(1); Ebr(n), - - s Tbr(n)); die Automorphismengruppe des Gitters wirkt auf ihnen
also transitiv.

4.2c¢  Zusammenhang mit den Spiegelungsgruppen vom Typus B

Die kubischen Gitter werden auch Gitter vom Typus B genannt. Dieser Name erklart
sich aus dem Umstand, dass die Automorphismengruppe Aut(I',,) eines kubischen
Gitters eine Spiegelungsgruppe vom Typus B,, ist und dass das Wurzelsystem R der
Gruppe das Gitter I',, erzeugt.

Um das Gesagte verstindlich, bestimmen wir die Spiegelungen, die in Aut(T,,)
liegen. Jede Spiegelung ¢: E —~~ E an einem vektoriellen Hyperraum hat die Form

o) =2 — 2<|i;|a2> -a mit a # 0.

Liegt sie in Aut(T',), so permutiert sie die Minimalmenge M(T",,) = {%by,...,+b,}.
Ist j ein Index mit p(b;) # b;, so gibt es fir das Bild ¢(b;) daher nur drei Moglich-
keiten

@(bj) = =bj, (bj) = by mit k # j, und ¢(b;) = —by mit k # j.

Nun ist aber p(b;) —b; = —(2(b;,a)/||a]|?)-a, also ein Vielfaches des Normalenvektors
a. Im Fall ¢(b;) = —b; ist die Spiegelung ¢ also der Vorzeichenwechsel der j-ten
Koordinate; im Falle ¢(b;) = by, handelt es sich um die Permutationsabbildung 7, j,
die b; und by austauscht und alle anderen Vektoren der Basis {b1,...,b,} festhélt.
Im Fall ¢(b;) = —by, ist ¢ die Zusammensetzung der Permutationsabbildung 7, ; mit
dem Vorzeichenwechsel der j—ten und der k—ten Koordinate.

In der Theorie der Spiegelungsgruppen beschreibt man das System der Spiege-
lungen, die in der Gruppe liegen, durch das System der Orthogonalkomplemente der

Uberarbeitung September 2010



B4 Gitter in Euklidischen Ridumen 25

Spiegel der Spiegelungen, also durch ein System von Geraden, und jede dieser Gera-
den durch ein Paar {u, —u} von Vektoren der Gerade. ! Man erhilt so eine Menge
von Vektoren positiver Lange, die unter der Abbildung = — —x abgeschlossen ist und
Wurzelsystem genannt wird. Im vorliegenden Falle kommt man zum Wurzelsystem

R(Ty) = {£bs, £b; £ b, |1 <i<nund 1< j < k < n}. (B4.5)
Es enthélt 2n + 4(%) = 2n + 2n(n — 1) = 2n? Vektoren, genannt Wurzeln.

Fassen wir zusammen:

SATZ B4.12 Die Automorphismengruppe Aut(T',) eines kubischen Gitters T, wird
erzeugt von den Spiegelungen, die zum Wurzelsystem (B4.5) gehéren. Sie enthdlt ge-
nau n? Spiegelungen, und wird als Spiegelungsgruppe vom Typus B, bezeichnet.

4.3 Minimalfolgen

Sind T ein Gitter und F = (v1,v2,...,v,) eine Folge linear unabhéngiger Vektoren
aus I, so zeigt der Beweis der Implikation (ii) = (i) von Theorem B4.4, wie man eine
Z—Basis des Gitters I' finden kann, die der Fahne

Ui=R-v<Us=R-v+R-vm<Us=R-v1+R-v+R-v35<---<U,=E

angepasst ist. Haufig braucht man aber Erzeugendensysteme, die vorhandene Beson-
derheiten des Gitters beriicksichtigen. Dabei kénnen Minimalfolgen von Nutzen sein.

4.3a  Begriff der Minimalfolge

DEFINITION B4.13 Eine Folge F = (uy,...,u,) von Vektoren eines Gitters I" wird
Minimalfolge des Gitters genannt, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt:

s} = min {Jo]] | veT~ {0} },

|luz]| = min {H’U” [veT\R- ul},

gl = min {Jlo)l v €T~ (R-uy+R-u)},

un|| =min {|lvf |[v €T N (R-ug + -+ +R-up_1)}.

Aus der Definition einer Minimalfolge ergibt sich unmittelbar, dass sie linear unab-
héngig ist und dass ihre Elemente dem Gitter angehdren. Eine Minimalfolge braucht
aber das Gitter nicht zu erzeugen. Dies zeigt

BEISPIEL B4.14 SeiI'), = Z" das kubische Standard-Gitter und I'}, das zugeordnete
innenzentrierte kubische Gitter; er wird von den Vektoren

1
er,€,...,ep_rund u =5 (e1 +ex+---+ey)

erzeugt. Die Vektoren (+1,+1 ... +1)" haben alle die Norm /n/2. Ist n < 4,
bilden sie gerade die Minimalmenge von I' ; jede Minimalfolge von I') besteht nur
aus solchen Vektoren und sie erzeugt das Gitter, wie man leicht bestétigt. Ist n > 4,

liefert die Standard-Basis eine Minimalfolge; sie erzeugt das Teilgitter Z™, nicht aber
.

1Die Lange dieser Vektoren ist nicht durch die Gruppe gegeben, daher nicht eindeutig; man kann
sie als Einheitsvektoren nehmen, manchmal sind aber andere Wahlen praktischer.

Uberarbeitung September 2010



26 Kapitel B : Grundlagen

4.3b  Allgemeine Eigenschaften

Im folgenden Hilfssatz sind einige Eigenschaften der Minimalfolgen zusammengestellt,
die fiir alle Gitter gelten:

HivrssaTz B4.15 Auf jedes Gitter ' eines Fuklidischen Raumes E der Dimension n
treffen die folgenden Aussagen zu:

(i) T besitzt eine Minimalfolge.
(ii) Ist F = (u1,...,u,) eine Minimalfolge von T, so gilt ||ur|| < [Juzl] < -+ < ||un]-

(iii) Sind F = (u1,...,upn) und F' = (ui, ..., u,) Minimalfolgen, so gilt |lu;|| = ||uf]|
fiir jeden Index j € {1,....n}.

(iv) Jede Minimalfolge F = (uq, ..., u,) erfillt die Ungleichungen
2|(ui, uj)| < Jlusl|? (B4.6)

fir jedes Paar von Indizes (i,7) mit i < j.

Proof. (i) Sei Kugel K, eine Kugel mit Mittelpunkt im Ursprung, die so gross ist, dass
X =T1nN K, den Vektorraum E erzeugt. Dann ist & eine endliche Menge, die einen
Vektor u; kleinster positiver Norm enthélt, dann ausserhalb der Geraden R -w; einen
Vektor kleinster Norm, und so weiter.

(ii) Es ist offensichtlich, dass |Juy|| < ||us|| ist. Sei nun j ein Index mit 1 < j < n,
fir den die Ungleichungen ||u1|| < [Jui|| < --- < ||u;|| bereits nachgewiesen sind. Dann
liegen sowohl u;, wie auch w41, ausserhalb des Unterraumes R - uy 4 --- + R - u;_y;
nach Wahl von u; ist daher ||u || < [Jujy1] -

(iii) Es ist klar, dass |lui|| = ||Ju}]| ist. Sei nun j ein Index mit 1 < j < n, fiir
den schon feststeht, dass die Gleichungen ||u;|| = ||uj|| fiir ¢ < j richtig sind. Sei U
der von den Vektoren wuq, ..., u; aufgespannte Unterraum und sei U’ der von den
Vektoren uf, ..., u} erzeugte Unterraum. Stimmen diese Unterrdume iiberein, so ist
offensichtlich, dass u;i1 und u,, die gleiche Norm haben miissen. Sei also U # U’
Dann gibt es einen Vektor uj, mit k < j, der nicht in U drin liegt. Bei der Wahl von
w41 steht dann neben u;yq auch ) zur Diskussion. Also muss |[uji1|| < [|uy|| sein;
im Hinblick auf die schon bewiesene Aussage (ii) gelten daher die Ungleichungen

gl = lluell < llupgall < - < flugpall < Jlugll.

Sie impliziert die Kette von Gleichungen |[lug|| = -+ = [Ju;|| = ||u;j41]. Ebenso gibt
es einen Index £ < j, so dass der Vektor uy ausserhalb von U’ liegt. Wie zuvor sieht
man dann, dass die Kette von Gleichungen |[us|| = --- = [[u]|| = [[u, | richtig ist.
Insbesondere gelten deshalb die Gleichungen

g ll = Nl = llujll = llufq -

(iv) Da der Vektor u; ausserhalb des Unterraumes R -uy +--- +R-u,_1 liegt, gilt
dies auch fiir die Differenzvektoren u; + u; mit ¢ < j. Bei der Wahl von u; sind also
auch diese Differenzvektoren zu beriicksichtigen. Daher gelten die Ungleichungen

o l1* < fleeg 2 wall* = g1 2= 20w, wi) + [Jus]*.
Daher ist keine der beiden Zahlen +2(u;, u;) + ||u;||* negativ. O

Ich gebe noch ein zweites, etwas spezielleren Resultat. Es wird in der folgenden
Nummer, aber auch im Beweis von Hilfssatz C7.8, zum Zuge kommen.
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HiLrssaTz B4.16 Seien T' ein Gitter von E und B = (by,...,by,) eine Basis von E,
welche das Gitter erzeugt. Dann gibt es zu jedem Vektor v € E einen Vektor w € T',
der die Abschditzung

[o —wl* < g ([11]]* + -+ [[6all?) (B4.7)

erfillt. Durch geeignete Wahl von w kann man sogar erreichen, dass die Gleichheit
in dieser Beziehung nicht eintritt, es sei denn, der folgende Ausnahmefall liege vor:
die Vektoren der Basis B sind paarweise orthogonal und jeder Koeffizient der Linear-
kombination v =73, \; - b; ist halb-ganzzahlig. 2

Proof. Ist n =1, so ist v = X - by und es gibt eine ganze Zahl m mit |\ —m| < 1/2.
Dann gilt:

lo=m - bi]* = [(A=m) - ba|* = (A = m)? - [[ba]|* < 3B |-

Wenn A nicht halb-ganzzahlig ist, tritt die Gleichheit nicht ein.

Seien nun n > 1 und F’ die Teilfolge (b1,...,b,—_1) von F. Diese Teilfolge erzeugt
einen Unterraum U und die Untergruppe I'' = I' N U. Der gegebene Vektor v kann
als Summe v = v + vy mit v € Uund v, € U+ geschrieben werden. Es ist v ein
Vielfaches von (b,) 1, etwa vy = X (b,)1, und es gibt daher eine ganze Zahl m € Z
mit [\ —m| < 1. Andererseits gibt es nach Induktionsannahme einen Gitterpunkt

2
w’ € T'NU, der die Ungleichung

erfillt; man kann w sogar so wéhlen, dass die Gleichheit nicht eintritt, es sei den
die Vektoren der Basis B’ seien paarweise orthogonal und (v —m - by)|| sei eine halb-
ganzzahlige Linearkombination dieser Vektoren. Die Rechnung

(v—m-by) — w/||2 < i (Hb1H2 t+-t ||bn—1H2)

lv = (@' +m-ba)|* = l[(v = w' = m-bu)y|* + (v = w' =m0 by) L

= [t —m - ba)y = w'||* + || (v = m - bn) 1 ||
< 3 (Ibalf* + -+ lon—all?) + (A =m)* - [[(bu)y I
< 7 (IBall? + -+ [lon—al* + [16n]1*)

zeigt, |[v—(w'+m-b,)||? hochstens gleich § (3 [|b;|?) ist, und dass diese Schranke nur
erreicht wird, wenn fiir w) — (w'+m-b, )| die Ausnahmesituation vorliegt, wenn b,, auf
dem Unterraum U senkrecht steht und [A —m| = £1 ist. Ist v die Linearkombination
Al . bl + 4 /\n,1 . bn,1 + A bn, SO folgt dann, dass ’UH = Al . b1 —+ 4 )\n,1 . bn,1

ist. Nach dem Ausnahmefall fiir n — 1 sind die Koeffizienten Ay, ..., A\,,_1 deshalb alle
halb-ganzzahlig und die Vektoren by, ..., b,—1 paarweise orthogonal. Damit ist alles
bewiesen. O

4.3c  Zusdtzliche Eigenschaften fiirn < 4

Ist die Dimension n < 4, so liefern Minimalfolgen Erzeugendensysteme, es sei denn,
I" habe eine sehr spezielle Form. Dies ist der Inhalt von

2 Eine reelle Zahl heisse halb-ganzzahlig, wenn sie die Hilfte einer ungeraden ganzen Zahl ist.
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HAuPTSATZ B4.17 Sei F = (uy,us, ..., u,) eine Minimalfolge des Gitters ' des Eu-
klidischen Raumes E. Ist n < 4, so erzeugt F das Gitter I, es sei denn, die Dimensi-
on n sei gleich 4, die Minimalfolge bestehe aus gleich langen, paarweise orthogonalen
Vektoren und T' entstehe aus dem von F erzeugten kubischen Gitter durch Innenzen-
trierung.

Proof. Ist n = 1, so erzeugt b; das Gitter nach Hilfssatz B4.6. Seien nun n > 1 und
U der von den ersten n — 1 Vektoren uq, ..., u,—1 der Minimalfolge F aufgespannte
Unterraum. Dann ist ' = (by,...,b,_1 eine Minimalfolge des Gitters I' N U; nach
Induktionsannahme erzeugt F’ also das Gitter I'NU. Wir wenden nun Hilfssatz B4.16
auf das von der Minimalfolge F erzeugte Gitter I'” von [E an; es ist ein Teilgitter von
[. Ist v € T, so gibt es danach einen Vektor w € IV, der die strikte Ungleichung

lv —wl® < g (luall* + -+ lunl®) < Fllun|®

erfiillt, es sei denn die Ausnahmesituation liege vor. 3

Betrachten wir erst den Normalfall. Da n < 4 ist, hat der Differenzvektor v — w
kleinere Norm als w,, er muss also in U liegen. Die Induktionsannahme garantiert
dann, dass v — w eine Linearkombination der ersten n — 1 Vektoren der Folge F ist,
weshalb v im Teilgitter I liegt. Nehmen wir nun an, es sei v ein Vektor von I' \ T".
Dann muss die Gleichheit

lv —wl|* = 3 (llual® + - + [Jua|?)

gelten. Da v — w nicht in ' N U liegt, ist ||u,|| < |[v — wl|; obige Gleichheit kann
also nur gelten, wenn n = 4 ist, alle Vektoren der Folge F gleichlang sind und die
Ausnahmesituation von Hilfssatz B4.16 vorliegt. Im gegenwértigen Fall lduft sie darauf
hinaus, dass I ein kubisches Gitter ist und v zusammen mit IV das innenzentrierte
kubische Gitter I' erzeugt. U

4.4 Innenzentrierte kubische Gitter

In diesem Unterabschnitt behandle ich eine zweite wichtige Klassen von Gittern, die
innenzentrierten kubischen Gitter. Wie der Name andeutet, entsteht ein solches Git-
ter aus einem kubischen Gitter durch das Hinzufiigen von ,Mittelpunkten®. Die in-
nenzentrierten kubischen Gitter unterscheiden sich in verschiedener Hinsicht von den
vertrauteren, kubischen Gittern: so sind die innenzentrierten Gitter der Dimension 4
gerade die Ausnahmegitter in Theorem B4.17 und ihre Automorphismengruppen ha-
ben gleichfalls eine Ausnahmeeigenschaft (siche Satz B4.20). Ferner sind diese Gitter
in Dimensionen oberhalb von 5 Beispiele von Gittern, deren Minimalmenge zwar den
umliegenden Vektorraum, nicht aber das Gitter, erzeugen (siche Nummer 7.2b).
Die innenzentrierten kubischen Gitter sind so definiert:

DEFINITION B4.18 Seien I',, ein kubisches Gitter des Euklidischen Raumes E™ und
B = (b1,...,b,) eine Z-Basis von T, die aus gleich langen, paarweise orthogonalen
Vektoren besteht. Dann wird die Gruppe

[ =Ty +Z L(b1+--- +b,) (B4.8)

das I" zugeordnete, innenzentrierte kubische Gitter genannt.

3Nach Punkt (i) des Hilfssatzes B4.15 gelten die Ungleichungen |lu1|| < |luz| < -+ < [Jun]|.
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Das Gitter I, enthilt das Teilgitter I', und die Nebenklasse I'y, + % - (by + - + by,),
aber keine weiteren Nebenklassen. Die Vektoren des innenzentrierten Gitters sind
daher Linearkombinationen der Basisvektoren b;, deren Koeffizienten entweder alle
ganzzahlig oder alle halb-ganzzahlig sind. * Jedes innenzentrierte Gitter von E ist
dhnlich dem Gitter des R™, das aus dem Standardgitter Z™ und der verschobenen
Kopie Z" + 1 - (1,1,...,1) besteht.

4.4a Minimalmenge eines innenzentrierten kubisches Gitters
Wie das néchste Resultat zeigt, &ndert sich die Form der Minimalmenge eines innen-

zentrierten kubischen Gitters, wenn Dimension von 3 zu 4 oder von 4 zu 5 wechselt:

HivrssaTz B4.19 Wie oben seien B = (by,...,b,) eine Orthogonalbasis, gebildet von
Vektoren gleicher Ldnge, und T, sowie T, das durch B definierte kubische, bezie-
hungsweise, innenzentrierte kubische, Gitter, Dann ist

{3(z1-bi+ - +x - by) |7 € {1,-1}}, falls n < 4,
M) = {%(zl o+ dxn b)) |z € {1, -1 }UM(TY),  falls n =4,
M(Ty,), falls n > 4.

(B4.9)

Die Anzahl der Elemente der Minimalmenge betragt also 2™ fir n < 4 und 2 -n fir
n > 4, wihrend sie in der Dimension 4 gleich 2* +2 -4 = 24 ist.

Proof. Die Vektoren der Form 1 (+b; + by + - - - + +b,,) haben die Norm 1/, wih-
rend die Norm jedes anderen Vektors von I, \ T, mindestens 2||by|| betrdgt. Die
Behauptungen des Hilfssatzes sind einfache Folgerungen dieses Sachverhalte. 0

Die Minimalmengen der Netze I's und T', sind beide Quadrate, also dhnlich. In
der Tat sind die Gitter selbst dhnlich, wie die Abbildung B.2 erkennen lésst. In den

s . . . . ["2

Abbildung B.2: Quadratischen Netz und innenzentriertes quadratisches Netz

hoéheren Dimensionen sind die beiden Gitter nicht mehr dhnlich: in den Dimensionen
3 und 4 ergibt sich dies aus dem Umstand, dass die Minimalmengen der beiden Typen
von Gittern verschiedene Anzahlen haben. Ist hingegen n > 4, so sind die Minimal-
mengen der Gitter I',, und I/ gleich: eine Ahnlichkeitsabbildung o: E* — E”, die
T, auf I'), abbildete, wére also eine Isometrie und wiirde daher jede Sphére S%l nT,

mit ¢ € N auf die Sphére S%l N T’ abbilden, weshalb T';, und I'/, zusammenfallen
miissten.

4Nach Definition heisse eine Zahl halbzahlig, wenn sie zur Menge %Z \ Z gehort.
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Abbildung B.3: Vergleich der Minimalmengen M(T'3) und M (T'%)

4.4b  Automorphismengruppe eines innenzentrierten kubischen Gitters

Das folgende Resultat vergleicht die Automorphismengruppe eines kubischen Gitters
mit jener des zugeordneten innenzentrierten kubischen Gitters:

SATZ B4.20 Seien Ty, ein kubisches Gitter und I}, das zugeordnete innenzentrierte
kubische Gitter. Ist n # 4, so fallen die Gruppen Aut(T'y,) und Aut(I7) zusammen;
firn =4 aber ist Aut(T',,) eine Untergruppe von Aut(I')) mit Index 3.

Proof. Sei B = (b1, ...,b,) eine Z-Basis von I, die aus paarweise orthogonalen, gleich
langen Vektoren besteht. Nach Nummer 4.2b hat jeder Automorphismus ¢ des Gitters
I',, die Form

bl = ibﬂ-(l), b2 = ibﬂ.(g), N ,bn = ibﬂ.(n).

Das Bild des Vektors oo = %(bl +---4b,) unter @ ist daher eine Linearkombination der
Vektoren by, ..., b, deren Koeffizienten alle % oder —% betragen, weshalb p(I",) =T,
ist und ¢ zu Aut(T"))) gehort. Es folgt, dass die Inklusion

Aut(T,,) C Aut(I",) (B4.10)

fiir jeden Wert von n > 2 richtig ist.

In den Dimensionen n # 4 gilt auch die umgekehrte Inklusion. Fir n > 4 ergibt
sich diese Behauptung aus dem Umstand, dass die Minimalmenge von I'/, mit jener
von I, zusammenfillt: da jeder Automorphismus von I'), eine orthogonale Abbildung
ist, bildet er M(I7) = M(T,,) auf sich ab, also auch das von der Minimalmenge
erzeugte Gitter T',. Ist n = 2, so ist das Netz I'y quadratisch, weshalb die Gruppen
Aut(T'y) und Aut(T'}) konjugiert sind, insbesondere also die gleiche Ordnung haben;
dank der Inklusion (B4.10) fallen sie daher zusammen. Ist n = 3, so ist die M(T'%)
die Eckenmenge eines Wiirfels; auf ihr wirkt die Untergruppe Aut(I's) von Aut(I';)
transitiv. Die Standuntergruppe in Aut(I';) einer der 8 Ecken permutiert die drei
Kanten, die von der betrachteten Ecke ausgehen, und hat daher hochstens 6 Elemente,
weshalb Aut(I';) héchstens 8 - 6 = 48 = 23 - (3!) = | Aut(I'3)| Elemente aufweist.

Die Transitivitit der Wirkung der Automorphismengruppe Aut(I"}) auf der Men-
ge M(T)) lasst sich auf verschiedene Weisen begriinden. Die gleich anschliessend ge-
gebene Rechtfertigung stiitzt sich auf die Existenz einer Spiegelung p € Aut(I'})),
die nicht in Aut(T'y) enthalten ist; diese Rechtfertigung niitzt letztlich aus, dass
Aut(TY) eine Spiegelungsgruppe vom Ausnahme-Typus Fy ist. Eine andere Begriin-
dung ® ergibt sich aus dem Umstand, dass die Minimalmenge M (I'}) als Gruppe

5Siehe Satz B4.23.
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der Einheiten der ganzen Hurwitzschen Quaternionen interpretiert werden kann. Sei-

en ag = % - (by — by — b3 — by) und p: E* — E* die Spiegelung am Hyperraum

(R cot ag) . Dann ist

by — by —b3—b
e
1

s Q.

Die Matrix, welche p beziiglich der Orthogonalbasis B darstellt, berechnet sich daher
zu

1 1 1 1
1 1 -1 -1
1
1

—1.
R=1 1 (B4.11)

-1 -1 1.

Die Spalten dieser Matrix zeigen, dass das Bild p(b;) jedes Basisvektors b; in 'y liegt
und dass p(a) = p(3 - (b1 + bz + bz + by)) = by ist. Die Abbildung p ist also eine
Automorphismus des innenzentrierten Gitters I'). Nun wirkt aber die Automorphis-
mengruppe von I}, auf der Minimalmenge M(T"}) = ;UQ,. Weil jede der Teilmengen
Q1 und 5 eine Bahn unter der Gruppe Aut(I'4) ist und p die Menge 2, in die Menge
Qs hinein abbildet, erkennt man aus dem Vorangehenden, dass Aut(I) auf M(T'})
transitiv wirkt. O

4.5 Anhang: Die Hurwitzschen ganzen Quaternionen

A. HurwITZ (1859-1919) veroffentlichte 1896 einen Aufsatz tiber die Zahlentheorie der
Quaternionen, den er spater im Buch [Hul9] mit dem gleichen Titel vervollstandigte.
Das Hauptthema des Buches ist die Primfaktorzerlegung der ganzen Quaternionen.
Wie R. Dedekind und andere Mathematiker der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts
bereits bemerkt hatten, ist es bei diesem Thema entscheidend, welche Zahlen als ganz
bezeichnet werden. Hurwitz schreibt in seinem Buche ©

Die Zahlentheorie im Korper R der rationalen Quaternionen ist we-
sentlich abhéngig von der Festsetzung dariiber, was man unter einem gan-
zen Quaternion verstehen will. Denn erst nach der Definition des Begrif-
fes ,,ganzes Quaternion® kann man von der , Teilbarkeit* sprechen. Das
Néchstliegende wiirde nun offenbar sein, ein rationales Quaternion dann
als ,,ganz® zu bezeichnen, wenn seine Komponenten ganze Zahlen sind 7.
Indessen stellte es sich heraus — und dies war von vornherein nach Ana-
logie zu der Theorie der endlichen Zahlkdrper zu vermuten —, daff man
zu viel einfacheren Gesetzten gefithrt wird, wenn der Begriff des ganzen
Quaternions in umfassendererweise festgelegt wird.

Das Ziel dieses Anhanges ist es, einen Zusammenhang zwischen dem Ring der
Hurwitzschen ganzen Quaternionen und dem innenzentrierten kubischen Gittern I
zu beschreiben, der es offensichtlich macht, dass die Automorphismengruppe Aut(I”))
auf der Minimalmenge M (T") transitiv wirkt.

6Vorlesung 4, Seite 17.
"Dies ist der Begriff der ganzen Quaternion bei Lipschitz. Die Theorie von Lipschitz wird infol-
gedessen bedeutend verwickelter als die meinige. |...]
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4.5a FEinige Definitionen

Sei B = (e, €1, €2, e3) eine Orthonormalbasis des Euklidischen Vektorraumes E?*. Die
Festsetzungen

ep-ej=¢€;=ej-en filirj=1,2,3,
ej-e; =—ey firj=1,2,3,
€1-€2=¢€3, €2-€3=¢€1, €3'€1=E€2

induzieren ein bilineares Produkt auf dem Vektorraum E?*; dieses Produkt ist asso-
ziativ. Die Abbildung

Tixpreg+t €] Fx2€2+ T3 €3 —Tgr€g—T1 €1 — T €y — T3 €3

ist orthogonal und ihr Quadrat ist die Identitdt; man nennt sie die Konjugationsab-
bildung. Die Konjugationsabbildung gibt Anlass zur (algebraischen) Normabbildung
N: E* — E*; sie ordnet dem Vektor  das Produkt =T zu und erfiillt die Beziehungen

N(z) =|jz||*> e und N(z-y)= N(z)- - N(y). (B4.12)

Die erste dieser Eigenschaften impliziert insbesondere, dass jeder Vektor z # 0 ein
Inverses besitzt, nimlich ||z| =2 - Z, denn

z-T=|z|? e0=7-x.

Das Tripel (E%,-,7) ist daher nichts anderes als die Divisionasalgebra der Quaternio-
nen H versehen mit der kanonischen Struktur eines Euklidischen Vektorraumes.

4.5b  Die Unteralgebra Hq und ihr Teilring Hy,

Wir gehen nun zur Unteralgebra Hg der rationalen Quaternionen iiber; ihre Elemen-
te sind die rationalen Linearkombinationen der Basisvektoren eg, e1, es und es. Die
Hurwitzschen ganzen Quaternionen — unser Fernziel — bilden einen Teilring dieser
Unteralgebra. Vorerst aber betrachten wir einen anderen Unterring, jenen der ganz-
zahligen Quaternionen

Hy =7Z-eg+Z-e10+Z-es+7Z-ey.
Die additive Gruppe dieses Ringes ist ein kubisches Gitter I'y von E*. Seine Einheiten

sind gerade die Vektoren kleinster positiver Norm des Gitters I'y: die Norm N (X)) jedes

Ringelements ist ndmlich eine natiirliche Zahl; ist nun z eine Einheit, etwa z-2~ = eg,

so folgt aus der zweiten der Eigenschaften (B4.12) die Kette von Gleichungen
N(z) Nz ') =N(@z-27') = N(e) = 1,

weshalb ||z]|? = N(z) = 1 ist. Umgekehrt garantiert die erste der Eigenschaften
(B4.12), dass jedes Element der Norm 1 eine Einheit des Ringes ist. Es gilt also

M(F4) = U(Hz) = {60, —€p, €1, —€1,€2, —€2,€3, 763}.8 (B413)

8Die Einheiten bilden eine Gruppe; sie wird Quaternionengruppe der Ordnung 8 genannt und
oft mit Qg bezeichnet.
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Jedes Element des Ringes Hy ist ein Produkt von unzerlegbaren Elementen; die
Zerlegung ist aber alles andere als eindeutig. So hat etwa die Zahl 2-ey drei Zerlegungen

2'60:(604*61)'(60761):(604’62)'(60762):(604’63)'(60763)

als Produkte von zwei Faktoren. Die hier auftretenden 6 Faktoren sind alle unzerleg-
bar, denn N(eg £e;) = 2 fiir j € {1,2,3}. Die Faktoren ey + e; und e + e sind echt
verschieden; denn die Gleichung ey + e2 = (eg + e1) -  hat die Losung

z=(eo+e1) " (eo+es=2(eo—e1+ex—e3), (B4.14)

welche nicht in Hyz liegt. Wenn man eine grossere Eindeutigkeit erreichen will, sollte
man also dafiir sorgen, dass die Quaternion %(eo —e1 + ez —e3) und andere derartige
Quaternionen Einheiten eines grosseren Teilrings von Hg werden.

4.5¢  Hurwitzscher Begriff der ganzen Quaternion

In dieser Nummer wird erklart, wie Hurwitz zu den nach ihm benannten ganzen
Quaternionen gefiihrt wurde. ? Ich erinnere zuerst an zwei Grundbegriffe aus der
Zahlentheorie. Ein Element a € C wird algebraisch genannt, falls Nullstelle eines
nicht-konstanten normierten Polynoms p(X) = X™ + ¢,,_1 X™ ! + - mit rationalen
Koeffizienten ist; falls man hierbei die Koeflizienten sogar ganzzahlig wahlen kann, ist a
eine ganze algebraische Zahl. Diese Definitionen kann man in Bedingungen iibersetzen,
welche die von a erzeugte Unteralgebra Qla], beziechungsweise der von a erzeugte Teil-
ring Z[a] aufzuweisen hat: a ist algebraisch, falls die Algebra Q[a] endlich-dimensional
(iiber Q) ist und ganz-algebraisch, falls die additive Gruppe des Ringes Z[a] endlich
erzeugt ist.

Diese Ubersetzungen lassen sich nun leicht auf die Divisionsalgebra Hg iibertragen:
dem gemaiss ist eine Quaternion ganz, falls die additive Gruppe des von ihr erzeugten
Unterrings Z[a] endlich erzeugt ist. Hurwitz sucht nun direkt einen Unterring von Hy,
dessen siamtliche Elemente ganz sind; und zwar definiert er: °

Wir wollen nun weiter unter einem Integrititsbereich des Korpers R
einen solchen endlichen Modul ' verstehen, innerhalb dessen aufier den
Operationen der Addition und der Subtraktion auch die der Multiplika-
tion unbeschrinkt ausfithrbar ist, und es soll sich jetzt darum handeln,
alle Integrititsbereiche zu bestimmen, welche die vier Einheiten 1,i1,is,io
enthalten.

Auf Seite 22 spricht dann Hurwitz einen Satz aus, der sich in unserer Terminologie so
formulieren lésst:

SATz B4.21 Sei R ein Teilring der Quaternionenalgebra Hg, welcher den Teilring
Hy = Z[eg, e1, ez, e3] umfasst und dessen additive Gruppe endlich erzeugbar ist. Dann
ist R entweder gleich Jo = Hyz oder gleich dem grdsseren Ring JHyz + 7 - % (eg+e1+
e +e3). Die additive Gruppe des ersten Ringes Jo ist ein kubisches Gitter T'yvon E*;
jene des grosseren Teilrings J das entsprechende innenzentrierte kubische Gitter I'y.

9Siehe [Hul9], Seiten 18 bis 23.
10[Hu19], p. 19.
1D, h. eine endlich erzeugte Untergruppe von R = Hg.
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Proof. Unser erstes Ziel ist es, Theorem B4.17 ins Spiel zu bringen. Die additive Grup-
pe des Ringes Jo = Z[eg, €1, €2, e3] ist ein kubisches I'y ist ein Gitter des Euklidischen
Vektorraumes E4. Die additive Gruppe R,qq des Ringes R umfasst nach Vorausset-
zung das Gitter 'y und sie ist endlich erzeugbar. Es gibt daher eine natiirliche Zahl
m > 1, sodass Raqq in der Untergruppe iJo enthalten ist und daher eine diskrete
Untergruppe des Euklidischen Raumes E* ist. Nach Theorem B4.4) ist R,qq daher
ein Gitter. Andererseits folgt aus der Diskretheit des Ringes R und der Rechenregel
N(z') = N(z)¢, dass die Norm jedes Elementes a von R ~ {0} mindestens 1 betrigt,
weshalb die orthonormierte Folge F = (eq, €1, 2, e3) eine Minimalfolge des Gitters
Jadq ist. Falls sie das Gitter erzeugt, ist R = Jy. Anderenfalls garantiert Theorem
B4.17, dass Radqq von Z[eg, e1, €2, e3] und dem Element o = % (ot €1+ e+ e3) er-
zeugt wird. In diesem Fall ist die additive Gruppe von R ist also das innenzentriertes
kubisches Gitter Jaqq.

Es bleibt noch zu zeigen, dass das Gitter J,qq unter Produkten abgeschlossen ist.
Dies ist der Fall, wenn alle Produkte von je zwei Elementen aus X' = {eg, e1, €2, e3, a}
in I} liegen. Dies ist klar fiir die 16 Produkte zwischen je zwei Elementen eq, e1, es
und ez von H. Ferner gehoren die Produkte e - o = a = «v - ¢g zu I'j. Die Produkte
e; - @ berechnen sich zu

e o= % (e1ep + e1e1 + e1e2 + e1e3) = % (e1 —eo+es —ea) (B4.15)
€y = % (e2eq + e2e1 + €269 + ege3) = % (e2 —e3 —ep+e1) (B4.16)
€3 = % (esep + ese1 + esea + eses) = % (es +e2—e1 —ep) (B4.17)

Sie liegen also auch in J,qq; ebenso steht es mit den Produkten « - e;. Aus den
vorangehenden Formeln folgt dann noch

do-ao=2(eg +e1 + €2+ e3)a
=2a+(€1—€0+€3—€2)+(€2—63—60+€1)+(€3+62+€1—60)
=20+ (—3eg + e1 + ea + e3) = da — 4dey.

Also liegt auch o? = a — ¢g in I'}. Damit ist nun nachgewiesen, dass das Gitter I'}
die additive Gruppe eines Teilrings von Hg ist. O

BEMERKUNG B4.22 R. LipscHITZ (1832-1903) untersuchte in der Arbeit [Li86] die
Zahlentheorie des Ringes Jy = Hyz; man nennt diesen Ring daher Ring der Lipschitz-
schen ganzen Quaternionen. Der grossere Ring J = Hy + Z - « wird dagegen als Ring
der Hurwitzschen ganzen Quaternionen bezeichnet. In der folgenden Nummer 4.5d
werde ich zeigen, dass seine Zahlentheorie einfacher als jene des Ringes Jy ist. Zuvor
aber gebe ich eine Anwendung auf die Automorphismengruppe des innenzentrierten
kubischen Gitters.

SATZ B4.23 Sei B = (eg, e1,e2,e3) eine Orthonormalbasis des Euklidischen Vektor-
raumes B*. Seien Ty das kubische Gitter Z-eg +7Z -e1 + Z - es + Z.es und Iy das
entsprechende innenzentrierte kubische Gitter; es ist Ty die additive Gruppe Jaqa des
Ringes der Hurwitzschen ganzen Quaternionen J. Dann gelten die folgenden Aussa-
gen:

(i) Die FEinheitengruppe U(J) besteht aus den 24 Quaternionen
+eg, e, kea, ez sowie % (+eo + ey + +es + +e3). (B4.18)
Diese Elemente bilden auch die Minimalmenge M(T)) des Gitters T.

Uberarbeitung September 2010



B4 Gitter in Euklidischen Ridumen 35

(it) Jedes Paar von Einheitsquaternionen (p, q) gibt Anlass zu einer Abbildung pqp: Jadd =
Iy = T, die x € J auf das Produkt a-x-b=' abbildet. Es ist o, ein Automor-
phismus des Gitters T').

(iii) Die Zuordnung (a,b) — @4 definiert einen Homomorphismus
9: U(J) x U(J) — Aut(Jaga)- (B4.19)

Sein Kern besteht aus den zwei Paaren +(eq.eo); sein Bild ist eine Untergruppe
H der Automorphismengruppe der Ordnung 288 = % (24 - 24).

(iv) Die Ordnung der Automorphismengruppe Aut(T)) ist 4 - 288 = 27 - 32.

Proof. (i) Nach Hilfssatz B4.9 bilden die Elemente der Liste B4.18 gerade die Mini-
malmenge des Gitters Jogq. Als Niveaumenge der Funktion o — ||z mit Wert 1 ist
die Minimalmenge unter der Spiegelung

Tixpgregt T2+ T2+ T3€3+—Tg€y— T €2 — T €y — T3 €3

abgeschlossen und besteht aus Einheiten. Andererseits hat auf Grund der Diskretheit
des Ringes J und der Produkteigenschaft N(a -b) = N(a) - N(b) der algebraischen
Normabbildung jede Einheit von J die Norm 1.

(ii) Seien zunéchst p und ¢ reelle Quaternionen vom Betrag 1. Dann definiert die
Formel  +— a -z -b~' eine additive Abbildung ©a,p, die mit allen Skalaren X - eg
kommutiert und daher linear ist. Die Rechnung

(a-z-bYa-z- b)Y =N@@-z-b7") =N(a)-N(z) - NObO™ ') =n(x) = (z,z),

zeigt weiter, dass sie iiberdies normerhaltend und daher orthogonal ist. Falls nun a
und b Einheiten des Ringes J sind, liegt mit = auch das Bild ¢, ,(z) = a - = cdotb™?
im Ring J; die orthogonale Abbildung ¢, 1 ist daher ein Endomorphismus des Gitters
Jada. Die Bijektivitat dieses Endomorphismus wird in Punkt (iii) bewiesen werden.

(iii) Die Rechnung

(Pab © ar b )(T) = Pab(Par,pr)(2)) = Papla’ - @ (b/)il)
=a-d-z®) bt =(a-d) oz (b-V) = o ()

zeigt, dass ¥ eine homomorphe Abbildung der Gruppe U(J) x U(J) in das multi-
plikative Monoid des Endomorphismenrings End(Jaqq) ist. Da ¢, ¢, die Identitét
ist, liegt das Bild von ¢ sogar in der multiplikativen Gruppe des Endomorphismen-
rings; im Hinblick auf den zuvor bewiesenen Punkt (ii) besteht das Bild sogar aus
Automorphismen des Gitters I').

Da (—eg - - (—eg)~t = x ist, gehdren die Paare +(eg,ep) zum Kern von 4. Ist
umgekehrt (a, b) ein beliebiges Element dieses Kernes, so hélt ¢, ; insbesondere den
Vektor eq fest, weshalb b = a sein muss. Es gilt nun ¢, (z) = = genau dann, wenn
a-r = x-a ist. Setzen wir a = Zh ap - ep, und x erst gleich ey, dann gleich e, so
erhalten wir

a-€p=ap-€1 —ajy-€ey—az-es+as- e,
e1-a=ap- €1 —ajy-ey+as-es—as- e,
a'€2:a0'62+a1'637(12'607(13'61,

62'(1:0,0'627(11'637(12'604’(13'61.
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Diese Gleichungen zeigen, dass ¢,,, nur dann die Identitét sein kann, wenn a ein
Vielfaches des Vektors eg ist. Da a eine Einheit des Ringes J ist, somit die Norm 1
hat, ist a entweder ey oder —ey. Das Bild des Homomorphismus ¢ hat folglich die
Ordnung |U(J)|?/2 = & - 24% = 288.

(iv) Die Automorphismengruppe Aut(I'}) wirkt auf den 24 Elementen der Mini-
malmenge M(T) = U(J). Da bereits die Bilder der Untergruppen J(U(L) x {1})
und ({1} x U(L) auf der Minimalmenge transitiv wirken, ist die Wirkung der Au-
tomorphismengruppe transitiv; ihre Ordnung ist daher das 24-fache der Ordnung
des Stabilisators Sty (ry)(eo) des Punktes eg € M(TY). Jeder Automorphismus des
Stabilsators hélt die Gerade R- ey punktweisefest und bildet deren Orthogonalkomple-
ment, also auch den Durchschnitt M(I}) N (R-eg)*, auf sich ab. Dieser Durchschnitt
besteht aus den 6 Elementen +e;, e, und +es; sie bilden die Ecken eines regel-
massigen Oktaeders. Dessen Symmetriegruppe ist die Automorphismengruppe des
kubischen Gitters I's =Z-e; +Z - es + Z - e3 und hat daher die Ordnung 48; da sich
jeder Automorphismus des Gitters I's C (R - eg)* auf genau eine Art zu einem Auto-
morphismus fortsetzen ldsst, der den Vektor eq festhélt, also in der Standgruppe liegt,
hat auch die Standuntergruppe die Ordnung 48, weshalb die Automorphismengruppe
Aut(T)) die Ordnung 48 - 24 = 1152 = 4 - 288 aufweist. O

4.5d  Aus der Zahlentheorie des Ringes der ganzen Quaternionen

In dieser Nummer geht es um einen Zusammenhang zwischen zahlentheoretischen
Eigenschaften des Ringes J und geometrischen Eigenschaften der additiven Gruppe
dieses Ringes.

SATz B4.24 Der Ring J der Hurwitzschen ganzen Zahlen hat folgende Eigenschaften:

(i) Fir jedes Paar von Elementen a, d aus J mit d # 0 gibt es einen links stehenden
Quotienten q; € J, derart dass

la —q -d|| < |d]|. (B4.20)

(ii) Jedes Linksideal von J ist ein Hauptideal.

(iii) Zu zwei Elementen a und b # 0 von J gibt es einen ,grossten® gemeinsamen
Teiler rechts stehenden d, mit den Figenschaften:
a) a€J-d, undbe J-d,;
b) istde J mita € J-d sowiebe J-d, soistde J-d,.

Proof. (i) Sei g € J. Auf Grund der Multiplikationseigenschaft der algebraischen Norm
N: J — N gilt die Rechnung

N(a—gq-d)=N((a-d™" —q)-d)=N(a-d™' —¢q)-N(d)

fiir jedes Element ¢ € J. Sie zeigt, dass die Ungleichung ||a — ¢ - d|| < ||d|| genau dann
gilt, wenn die Norm der Differenz a - d~! — ¢ kleiner als 1 ist. Das innenzentrierte
kubische Gitter J,qq hat nun die Eigenschaft, dass es zu jedem Vektor z € E* = Hy
einen Vektor ¢; im Joqq gibt, dessen Abstand von x kleiner als 1 ist (siehe Hilfssatz
B4.16): die reellen Komponenten x;, der Quaternion z kénnen namlich durch ganze
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Zahlen gj, so approximiert werden, dass der Betrag der Differenz hochstens % betragt.
Dann ist || — ", qn-en|| < 1, es sei denn alle Komponenten xp,seien halb-ganzzahlig.
Im Ausnahmefall ist = zwar keine Lipschitzsche, wohl aber eine Hurwitzsche ganze
Quaternion. Approximiert man auf diese Weise = a - d~ !, findet man ¢; € J.

(ii) Sei I ein Linksideal des Ringes J. Besteht dass Ideal nur aus dem Nullvektor,
ist I = J - 0; andernfalls enthit I ein Element d kleinster positiver Norm, denn I ist
eine diskrete Untergruppe vonE*. Ist o ein beliebiges Element des Ideales I, so gibt
es geméss Punkt (i) ein Element ¢, so dass die Differenz  — ¢; - d kleinere Norm als b
hat; da diese Different aber im Linksideal I liegt, muss sie der Nullvektor sein. Jedes
Element von I ist also ein Vielfaches von b; da umgekehrt J -d C I gilt, stimmen I
und J - b iiberein.

(iii) Sei I = J - a+ J - b das von den Elementen a und b erzeugte Linksideal; da
b # 0 ist, ist es nicht das Nullideal. Nach Punkt (ii) wird es von einem Element d, # 0
erzeugt. Nach Definition sind dann ¢ und b gemeinsame Vielfache von d,..

Als Element von [ = J-a+J-bbesitzt d,. eine Darstellung der Form d,. = q4-a+qp-b.
Ist nun d ein beliebiges rechts stehendes gemeinsames Vielfaches von a und b, so gibt
es Elemente ¢, und ¢, mit a = ¢, cdotdundb = ¢, - d. Die Umformung

dr =Ga-a+q-b=qa-(ca-d)+qp-(cb-d) = (qa-cat+q-cp)-d

zeigt dann, dass der gemeinsame Teiler d,. ein Vielfaches des beliebigen gemeinsamen
Teilers d ist- O

BEMERKUNGEN B4.25 1) Der eben bewiesene Satz hat ein Analogon fiir Rechtsideale
und gemeinsame, links stehende Teiler; man kann es analog begriinden oder mit Hilfe
de Konjugationsabbildung aus dem Satz gewinnen; die Konjugationsabbildung erfiillt
namlich die Rechenregel z- 9y =7 - 7.

(ii) Das erzeugende Element eines Linksideals ist bis auf eine Einheit bestimmt.
Dies ergibt sich entweder aus der Minimaleigenschaft der Norm der erzeugenden Ele-
mente und dem Umstand, dass jedes Element der Norm 1 ein e Einheit ist, der aus
der folgenden, allgemeiner anwendbaren Uberlegung: sind d’ und d” Erzeugende dews
Linksideals I # {0}, so gibt es Elemente v/ und v’ mit d’ =«'-d" und d’' =" - d".
Es folgt, dass

d/ — u// . d// — u// . (ul . d/) — (u// . u/) . d/,
also (u”-u'—ep)-d’ = 0, ist. Ebenso sieht man, dass die Gleichung (u'-u” —eg)-d'i =0
gilt.

3) In Nummer 4.5b wurde erwihnt, dass die Zahl 2-eg im Ring der Lipschitzschen
ganzen Quaternionen .Jy die Darstellungen

2'60:(€0+€1)'(60—61):(60+€2)-(€0—€2):(60+€3)-(€0—€3)

als Produkte von zwei unzerlerlegbaren Elementen hat. Im Ring Jy erzeugen die Fak-
toren eg — eq und eg — es verschiedene Linksideale, denn der Quotient

(60 — 62)71 . (60 761) = %(60 +€1) . (60 — 62) = %(60 +e1—e2 763)

ist keine Einheit von Jy. Hingegen enthilt J diese Einheit. Dies deutet darauf hin, dass
die Eigenschaften der Zerlegung in Primfaktoren des Ringes J einfacher als jene des
Ringes Jy sind. Dies ist in der Tat so; Einzelheiten findet man in Buch von Hurwitz
[Hul9] (Vorlesungen 7 bis 10) oder in [CS04] (pp. 55-63)
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B5 Kristallographische Gruppen

In diesem Abschnitt, dem dritten des Kapitels tiber die Grundlagen der Theorie der
kristallographischen Gruppen, geht es um die kristallographischen Gruppen selbst.
Ihre Definition macht keine Schwierigkeit; sie stiitzt sich auf den Begriff des Gitters
eines Euklidischen Vektorraumes. Entscheidend fiir den weiteren Verlauf der Theorie
und die Klassifikation der kristallographischen Gruppen ist dann die Wahl geeigne-
ter Aquivalenzrelationen auf der Menge CG(E) aller kristallographischen Gruppen des
Euklidischen Vektorraumes E. Die feinste dieser Aquivalenzrelationen, die so genannte
eigentlich-affine Aquivalenz, gibt Anlass zu einer endlichen Klasseneinteilung, welche
die in der Kristallographie iibliche Klasseneinteilung der Raumgruppen verallgemei-
nert. Am FEnde dieses Abschnittes gehe ich noch kurz auf die historischen Anfinge
der Theorie der kristallographischen Gruppen ein.

* Kk

Wie zuvor bezeichnet E einen Euklidischen Vektorraum (V,{(—,—)) der Dimension
n > 1. Wird von R™ als Fuklidischem Vektorraum gesprochen, so ist vorausgesetzt,
dass der Vektorraum mit dem Standard-Skalarprodukt versehen worden ist. Die Vek-
toren der Standard-Basis von R™ werden mit ey, ..., e, bezeichnet.

Ist G eine kristallographische Gruppe von E, so sei Gy ihre Punktgruppe, T(G) ihr
Translationsnormalteiler und T'(G) das Gitter der Translationsvektoren von T(G).

5.1 Begriff der kristallographischen Gruppe

Definition B5.1 stiitzt sich auf den Begriff des Gitters; sie betont jene Eigenschaft der
kristallographischen Gruppen, die in dieser Vorlesung im Vordergrund steht. In Un-
terabschnitt 6.4 wird aber nachgewiesen werden, das eine kristallographische Gruppe
von E nichts anderes als eine diskrete Untergruppe G der Isometriengruppe Iso(E)
ist, die einen kompakten Bahnenraum G\ Iso(EE) besitzt.

5.1a Definition und erste Beispiele

DEFINITION B5.1 Eine kristallographische Gruppe G des Euklidischen Raumes E ist
eine Untergruppe G der Isometriegruppe Iso(E), derart dass die Gruppe

NG)={veE|n, € T(G)}

ein Gitter des Euklidischen Raumes E ist.
Ist die Dimension von E gleich 2, nennt man die kristallographischen Gruppen auch
Ornamentgruppen, ist die Dimension 3, so bezeichnet man sie auch als Raumgruppen.

BEISPIELE B5.2 1) Jedes Gitter I' von E liefert zunéchst eine kristallographische
Gruppe, die nur aus Translationen besteht, namlich {7, | v € T'}.

2) Jedes Gitter gibt sodann Anlass zu einer zweiten kristallographischen Gruppe,
der Symmetriegruppe

Sym(I') = {¢ € Iso(E) | (' =T’}

des Gitters. Nach Beispiel A1.5 besteht diese Gruppe aus allen Zusammensetzungen
Twop mit w € T'und ¢ € Aut(T); sie ist also das (offensichtliche) semi-direkte Produkt
I' x Aut(T") des Gitters I und der Gruppe Aut(T").
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3) Ein Beispiel einer kristallographischen Gruppe der in 2) genannten Form ist die
Ornamentgruppe G = Z? x Aut(Z?); dabei bezeichnet Z? das quadratische Standard-
Netz der Euklidischen Ebene R2. Die Automorphismengruppe von Z? ist eine Dieder-
gruppe der Ordnung 8; sie besteht aus aus den acht Abbildungen

]la Pa: T = (‘TlaxQ)t = (_$2ax1)ta _]la — P4,
pr:x = (1,22)" = (21, —22)",  pui @ = (21,22)" = (=21, 22)",
pa: x = (z1,22)" = (z2,21)", par: @ = (v1,22)" = (—22, —21)".

Die Punktgruppe Go = Aut(Z?) enthilt 3 Untergruppen der Ordnung 4 und 5 Un-
tergruppen der Ordnung 2. Sie sind in Abbildung D.3 zusammengestellt.

gp({—1,pv}) gp({—1, pa})

{]]'7_]]'} {]]-,Ph} {]]-7p17} {]]-apd} {:n-vpd’}

——

{1}

Abbildung B.4: Verband der Untergruppen von Aut(Z?)

Vier dieser Untergruppen werden von einer Spiegelung erzeugt, namlich

HG = {]]‘7ph}’ H7 = {]]'ap’v}v HS = {lvpd}v H9 - {]]-apd'}'

Die Untergruppen Hg und Hy sind in GL(Z?) konjugiert, etwa durch die Basistrans-
formation e; — €3, es +— e1; ebenso sind H;7 und Hg konjugiert, zum Beispiel durch
€1 — €1, €9 — —E€q.

4) Jede der 10 Untergruppen H von Aut(Z?) gibt Anlass zu einer Ornamentgruppe
der Form Z? x H. Man kann beweisen, dass — abgesehen von den Paaren Z? x Hg
und Z2 x Hy, sowie Z2 x Hg und Z? x Hy — keine zwei dieser Gruppen isomorph sind.
Die Gesamtzahl der paarweise nicht isomorphen Ornamentgruppen ist aber nicht 8,
sondern 17. Die restlichen 9 Typen von Gruppen sind von zweierlei Art. Neben dem
quadratischen Netz gibt es noch das hexagonale Netz I'yexa, das zu neuen Gruppen der
Form I'jexa < H Anlass gibt. Weiter gibt es Ornamentgruppen, die eine Gleitspiegelung
Top enthalten, deren linearer Anteil p aber nicht zu G gehort. Ein Beispiel einer solchen
Gruppe ist die Untergruppe Z? x {1} U (Z2 + (1/2,0)") x {ps} der Isometriegruppe
R2 x O(R?). Es ist insbesondere die Existenz von Gruppen dieser Art, welche die
Klassifikation der kristallographischen Gruppen der Dimension 2, vor allem aber der
Dimensionen 3 und 4 sehr aufwendig macht.

5.1b  Endlichkeit der Punktgruppe

In Definition B5.1 werden die kristallographischen Gruppen eines Euklidischen Vek-
torraumes E unter den Untergruppen der Isometriegruppe Iso(E) durch eine Forde-
rung an den Translationsnormalteiler T'(G) ausgesondert. Diese Forderung hat eine
einschneidende Auswirkung auf die Punktgruppen der kristallographischen Gruppen:
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SATz B5.3 Die Punktgruppe einer kristallographischen Gruppe G ist eine Untergrup-
pe der Automorphismengruppe Aut(I'(G)) des Gitters T'(G) und deshalb endlich.

Proof. Nach Hilfssatz B3.9 ist die Untergruppe I'(G) von E unter der kanonischen
Wirkung der Punktgruppe Gy C O(E) auf E invariant; nach Definition der Automor-
phismengruppe Aut(T'(G)) ist also Gy eine Untergruppe von Aut(I'(G)). Die Endlich-
keit von Gg ergibt sich nun aus dem Umstand, dass die Automorphismengruppe jedes
Gitters endlich ist (Satz B4.7). O

5.1c Kennzeichnung der Translationsuntergruppe

In jeder Untergruppe G der Isometriegruppe Iso(E) gibt es einen Normalteiler, der aus
allen Translationen der Gruppe G besteht. Er ist abelsch und der Kern der Einschran-
kung des geometrisch definierten Epimorphismus 7: Iso(E) — O(E) auf G (siehe Satz
B3.5). Falls G eine kristallographische Gruppe ist, besitzt T'(G) auch eine algebraische
Kennzeichnung:

SATZ B5.4 Die Translationsuntergruppe T(G) einer kristallographischen Gruppe ist
ein abelscher Normalteiler, der alle abelschen Normalteiler umfasst. Er ist also der
eindeutig bestimmte, grisste abelsche Normalteiler von G.

Proof. Der Beweis beruht auf einer Rechnung mit Elementen von G; um sie leichter
lesbar zu machen, gehe ich von G zur isomorphen Gruppe G’ = ¥(G) in Ex O(E) iiber
(siehe Nummer 3.2b). Seien nun N ein abelscher Normalteiler von G’ und ¢ = (w, L)
ein Element von N. Fiir jede Translation 7 = (v, 1) € T(G") gehort dann das Produkt
79771 zu N, denn N ist ein Normalteiler. Des weiteren stimmen die beiden Produkte
(1-4-771)-4p und 7,/)~ (74 -771) iiberein, denn N ist kommutativ. Andererseits sind

T = (0,1) - (w, L) (=0, 1) = (v+w— L(v), L),
(rev-77) 9= (v— L) +w, L) (w,L) = (v - L(v) + w+ L(w), L?),
Yo (rp ) = (w, L) (v = L(v) + w, L) = (w + L(v) = L*(v) + L(w), L?).

Die Gleichheit von (7 -4 - 771) -4 und 9 - (7 - ¢ - 771) bedeutet also gerade die
Gleichheit der Vektoren v — L(v) und L(v) — L?(v). Folglich liegt v im Kern der
linearen Abbildung 1 — 2L + L? = (L — 1)2.

Obiges Argument gilt insbesondere fiir die Vektoren einer Basis von E. Es impli-
ziert, das (L —1)? die Nullabbildung ist; insbesondere besteht der Kern der Abbildung
L —1, also der Eigenraum F; der orthogonalen Abbildung L, nicht nur aus dem Null-
vektor. Da Ej invariant unter L ist, ist es auch sein Orthogonalkomplement Ei- von
F in E. In diesem Komplement kann kein Eigenvektor zum Eigenwert 1 liegen; somit
ist L — 1 auf ihm injektiv. Da andererseits (L — 1)? die Nullabbildung auf E ist, ist
dies alles nur moglich, wenn Ej- der Nullraum, F; = E und folglich L = 1 sind. Das
Element ¢ = (w, 1) € N liegt also in der Translationsuntergruppe I'(G) x {1} von
G'. O

Obiges Resultat hat mehrere niitzliche Folgerungen. Eine erste ist
KOROLLAR B5.5 Sei f: G —= G’ ein Isomorphismus zwischen zwei kristallographi-
schen Gruppen G, G’ von E. Dann bildet f die Translationsuntergruppe T(G) von G

auf die Translationsuntergruppe T(G') von G’ ab und induziert einen Isomorphismus
f« der Punktgruppe Go auf die Punktgruppe GY,.
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Proof. Das Bild f(T'(G)) von T(G) unter f ist ein abelscher Normalteiler, denn T'(G)
hat diese Eigenschaften und f ist ein Isomorphismus. Nach obigem Satz ist f(T(G))
also in der Translationsgruppe T(G’) von G’ enthalten. Da mit f auch f~! ein Iso-
morphismus von Gruppen ist, sieht man analog, dass f~}(T(G")) C T(G). Daraus
folgt die Inklusion T'(G") C f(T(Q)).

Diese Inklusion und die zuvor bewiesene umgekehrte Inklusion T(G’) 2 f(T(G))
zeigen, dass f den Normalteiler T(G) von G auf T'(G’) von G’ abbildet. Folglich indu-
ziert f einen Isomorphismus von der Quotientengruppe @ = G/T(G) auf die Gruppe
Q' = G'/T(G"). Die erste dieser Quotientengruppen ist isomorph zur Punktgruppe
Gy von G, der zweite isomorph zu Gf,. Damit ist alles bewiesen. O

KOROLLAR B5.6 Seien G und G’ kristallographische Gruppen des Euklidischen Vek-
torraumes E. Sind G und G’ isomorph, so sind es auch ihre Punktgruppen Go, GY.

BEIsPIEL B5.7 Im dritten der Beispiele B5.2 sind 10 Ornamentgruppen beschrieben
worden. Es wurde behauptet, sie seien paarweise nicht isomorph, mit Ausnahme der
Gruppen Z? x Hg und Z? x Hy, sowie Z? x Hg und Z? x Hy. Korollar B5.6 erlaubt ei-
nem, diese Behauptung zu iiberpriifen. Danach geniigt es nachzuweisen, dass gewisse
Paare von Punktgruppen, also endliche Gruppen, nicht isomorph sind. Dies ist gewiss
dann der Fall, wenn die Gruppen verschiedene Ordnung haben. Nun haben aber 3
der Untergruppen von Aut(Z?) die Ordnung 4, die Untergruppe der orientierungser-
haltenden Abbildungen

Hy = Aut™(2%) = {1, ¢4 @ = (=0, 22),id, pa} ,
sowie die beiden Untergruppen mit je zwei Spiegelungen

Hz = {£1, pp, po} und Hy = {£1, pg, par } -

Die erste Gruppe ist zyklisch, die beiden anders sind hingegen direkte Produkte von
zwei zyklischen Gruppen der Ordnung zwei und daher isomorph. Mit Korollar B5.6
kann man also nicht ausschliessen dass die Gruppen Z? x H3z und Z? x Hy isomorph
sind. Wir werden dies aber mit feineren Hilfsmitteln in Unterabschnitt 9.1 erreichen.

5.2 Affine Aquivalenz von kristallographischen Gruppen

In diesem Unterabschnitt geht es um die Frage, welche Klasseneinteilung auf der
Menge CG(E) der kristallographischen Gruppen gewihlt werden soll. Auf diese Fragen
gibt es mehrere Antworten; wohl bekannt sind die folgenden:

DEFINITIONEN B5.8 Seien G und G’ kristallographische Gruppen des Euklidischen
Vektorraumes E. Die Gruppen werden eigentlich affin dquivalent genannt, wenn es
eine orientierungserhaltende affine Bijektion a: E -~~~ E gibt, welche die Bedingung

G'=aoGoa™? (B5.1)
erfiillt. Sie sind affin dquivalent, wenn es eine affine Bijektion a: E = E gibt, welche

die Bedingung (B5.1) richtig macht.
Sie sind isomorph, falls sie als abstrakte Gruppen isomorph sind.
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Diese Definitionen werfen einige Fragen auf. Es ist klar, dass eigentlich-affin aqui-
valente Gruppen auch affin dquivalent und affin 4quivalente Gruppen isomorph sind.
Offen bleibt aber zunéchst, ob diese Implikationen umkehrbar sind und ob sie den
Bediirfnissen der Kristallographen Rechnung tragen. Die erste dieser Fragen wird in
den Unterabschnitten 5.4 und 7.4 behandelt werden; in diesem Unterabschnitt geht
es dagegen um Anforderungen aus der Kristallographie.

5.2a Anforderungen aus der Kristallographie

Wie in Nummer 1.2b der Einleitung erwéhnt wurde, kann man die Struktur eines
idealisierten Kristalles durch eine Teilmenge S C E? beschreiben, etwa indem man
die Positionen der Atome und Ionen durch die Mittelpunkte kleiner Kugeln angibt
und verschiedene Atom- oder Ionen-Sorten durch Kugeln unterschiedlicher Radien
kennzeichnet. Jeder Teilmenge S eines Euklidischen Raumes ist eine Symmetriegruppe
Sym(S) zugeordnet; sie wird durch die Formel

Sym(S) = {¢ € Iso(E) | (S) = S}. (B5.2)

festgelegt. Da die Struktur eines idealisierten Kristalles invariant unter Translatio-
nen in drei linear unabhangigen Richtungen ist, bilden die Translationsvektoren der
Translationen in Sym(S) ein Gitter I'(Sym(S)) des Euklidischen Vektorraumes E?,
die Symmetriegruppe ist also eine Raumgruppe, d. h. eine kristallographische Gruppe
des 3—dimensionalen Raumes.

Die Symmetriegruppe einer beliebigen Teilmenge S besteht héufig nur aus der
Identitét. Daher die

DEFINITION B5.9 Eine Teilmenge S von E™ wird n—fach periodisch genannt, wenn
die Vektoren der Translationsgruppe von Sym(S) ein Gitter I'(Sym(S)) von E bilden.

Man beachte, dass die Symmetriegruppe einer n-fach periodischen Teilmenge nach
Definition eine kristallographische Gruppe ist.

Nun zur Prézisierung der intuitiven Idee der im wesentlichen gleichen Teilmengen
S eines Euklidischen Vektorraumes E. Ist E der 3-dimensionale Raum, so wird man
die Menge S und die verschobene Menge S+ v iiblicherweise als im wesentlichen gleich
ansehen. Ebenso sind § und A - S fiir jeden Skalar A # 0 nicht stark unterschiedlich.
Die Inversion © — (—1) - x ist eine Isometrie, welche die Orientierung des Raumes
dndert. Soll man nun auch die Mengen S und —S.S auch als als im wesentlichen gleich
ansehen?

Die Antwort der Kristallographen ist negativ: sie kennen Strukturen S, bei de-
nen sowohl & wie auch —S§ in der Natur vorkommen, aber mit verschiedenen ma-
kroskopischen Eigenschaften. Die Kristallographen arbeiten daher mit der folgenden
Prézisierung des intuitiven Begriffes der im wesentlichen gleichen Teilmengen des E3:

DEFINITION B5.10 Zwei Teilmengen S und S werden eigentlich dhnlich genannt,
falls es eine orientierungs-erhaltende Ahnlichkeitsabbildung o: E —~ E gibt, die S
auf §” abbildet.

Wie man leicht nachrechnet, erfiillen die Symmetriegruppen von § und S’ dann die
Beziehung
Sym(S’) = g o Sym(S) oot (B5.3)
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5.2b  Begriff der affinen Aquivalenz

Die Relation der eigentlich-dhnlichen Aquivalenz fiihrt zu einer Einteilung der Raum-
gruppen; diese Einteilung besitzt aber unendlich viele Klassen. Die Abbildung B.5
deutet einen Grund fiir die Unendlichkeit der Anzahl der Klassen an: die Punktgrup-

Abbildung B.5: Rechteckige Gitter, von denen keine zwei dhnlich sind

pen der beiden rechteckigen Netze sind gleich; ihre Ordnungen sind aber kleiner als
jene der Punktgruppe des quadratischen Netzes. Es sind aber keine zwei der drei Net-
ze dhnlich. Auf Grund der gleichen Punktgruppen sollten aber die Ornamentgruppen
des mittleren und des rechten Netzes — und natiirlich aller Mitglieder einer unend-
lichen Schar von rechteckigen Netzen — untereinander stiarker verwandt sein als jede
von ihnen mit der Ornamentgruppe des quadratischen Netzes verwandt ist.

Es gibt Beziehungen, welche die Relation der eigentlich-ahnlichen Aquivalenz ver-
feinert, und den oben ausgesprochenen Wunsch erfiillt. Man gewinnt sie, indem man
in Definition B5.10 die Ahnlichkeitsabbildungen durch bijektive affine Abbildungen
ersetzt, zusitzlich aber das Vorliegen des Analogon der Gleichheit (B5.3) fordert:

DEFINITION B5.11 Zwei Raumgruppen G und G’ in Iso(E) werden affin dquivalent
genannt, falls es eine bijektive affine Abbildung o = 70 L: E — FE gibt, welche die
Beziehung

G'=a-G-at={aopoa™t|yecG} (B5.4)

erfiillt. Falls man in dieser Beziehung « orientierungs-erhaltend wahlen kann, werden
G und G’ als eigentlich-affin dquivalent bezeichnet.

BEMERKUNG B5.12 Eine affine Abbildung «: E — E ist die Zusammensetzung einer
linearen Abbildung L mit einer Translation 7,; eine Raumgruppe G besteht dagegen
aus Isometrien. Ist nun a: E — E eine bijektive affine Abbildung, so wird c«o Goa ™!
im allgemeinen keine Raumgruppe sein. Ist sie es, so zeigt die Rechnung

(tuoL)o(ry0op)o(roL) ™t = (TutL(wy © (Low) o (T_-1(y) © LY
= TutL(v)—(LogoL—1)(u) © (Lo wo L") (B5.5)

dass Lopo L1 fiir jede orthogonale Abbildung ¢ € Gy wiederum orthogonal sein muss.
Dies bedingt, dass L der Gruppe Gy angepasst ist; in Nummer 6.2a wird untersucht
werden, was dies genau heisst.

5.2¢  Arithmetische und geometrische Aquivalenz

Die Relation der affinen Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge CG(E)

der kristallographischen Gruppen von E; sie fiihrt daher zu einer Klasseneinteilung.
Ein Ziel der Theorie der kristallographischen Gruppen ist es, diese Einteilung zu

verstehen. Erstaunlicherweise kann man ohne grossen Aufwand nachweisen, dass die
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Anzahl der Klassen endlich ist (siehe etwa P. Buser [Bu85]). Die obere Schranke der
Anzahl der Klassen, die dieser Beweis liefert, ist allerdings unbrauchbar, wenn es
um die praktische Bestimmung eines Vertretersystems geht. In diesem Fall ist die
Vorgehensweise der Kristallographen des 19. Jahrhunderts angemessener. Sie besteht
darin, dass man die Relation der affinen Aquivalenz vergrobert und zwar so, dass
man erstens fiir die neuen, grosseren Aquivalenzklassen ein Vertretersystem konstru-
ieren kann und es zweitens verhdltnismdssig leicht fallt, herauszufinden, aus welchen
kleineren Klassen eine der neuen, grosseren Klassen zusammengesetzt ist.

Es ist nicht schwierig, praktisch brauchbare, grébere Aquivalenzrelationen zu be-
schreiben. Ich erklire im Folgenden die Relation der arithmetischen Aquivalenz und
der noch gréberen geometrischen Aquivalenz. Jede kristallographische Gruppe von
E gibt Anlass zu einem Paar (I'(G), Gy), bestehend aus dem Gitter I'(G) und der
Punktgruppe Gg. Nach Satz B5.3 ist die Punktgruppe G eine Untergruppe der Au-
tomorphismengruppe Aut(I'(G)). Die beschriebene Zuordnung hat also die Form

9: CG(E) — P = {(I", H) | H Untergruppe von Aut(I")}. (B5.6)

Die Zuordnung ist surjektiv — denn das semi-direkte Produkt {r,op |v €T, p € H}
ist ein Urbild des Paares (', H). Auf P definiert man nun zwei Relationen:

DEFINITION B5.13 Zwei Paare (I, H) und (I, H') in P werden arithmetisch &qui-
valent genannt, falls es eine lineare bijektive Abbildung L: E — E gibt, welche die
Bedingung

I"=LT) und H' =LoHoL™* (B5.7)

erfiillt. Die Paare (I, H) und (I'', H') in P werden geometrisch dquivalent genannt,
falls es eine lineare bijektive Abbildung L: E —- E gibt, welche die schwichere
Bedingung H' = L o H o L™ erfiillt. '2

Die oben definierten Relationen sind Aquivalenzrelationen; ihre Klassen werden
arithmetische, beziehungsweise geometrische Klassen (oder Kristallklasssen) genannt.
Wichtig ist nun

HivrssaTz B5.14 Sind G und G’ affin-dquivalent, so sind die Paare (I'(G), Go) und
(T(G"), Gy) arithmetisch dquivalent.

Proof. Sei a = 7, 0L eine affine Bijektion, welche zeigt, dass G und G’ affin dquivalent
sind. Es ist dann G’ = aoGoa~!. Ist nun 7,00 € G, so berechnet sich die Komposition
a o1, 0poa ! nach Gleichung (B5.5) zu

Tu+L(v)—(LogoL~1)(u) © (L opo L’l)_

Dies zeigt zunéchst, dass Konjugation mit L die Punktgruppe Gy in die Punktgruppe
(G")o hinein abbildet. Ist ¢ = 1, also 7, o ¢ € T(G), so sieht man weiter, dass
aoT,oa”t = TL(v) ist. Da diese Komposition nach Voraussetzung in G’ liegt, heisst
dies, dass L das Gitter I'(G) in das Gitter I'(G”) hinein abbildet. Vertauscht man die
Rollen von G und G’, und ersetzt o durch a~! so erkennt man schliesslich, dass in
den Beziehungen L(I'(G)) CT(G’) und L o Gy o L~ C G, die Gleichheit gilt. O

12 Analog werden die Relationen der eigentlich arithmetischen (bzw. geometrischen) Aquivalenz
definiert. Diese Relationen spielen in der allgemeinen Theorie eine untergeordnete Rolle. Ich erwédhne
sie daher nur dann, wenn sie tiberraschende Einsichten liefern, insbesondere in Unterabschnitt 5.4.
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Aus Hilfssatz B5.14 folgt, dass die (eigentlich) arithmetische Aquivalenz eine Ver-
gréberung der (eigentlich) affinen Aquivalenz ist. Um diese Tatsache hervorzuheben,
fithren wir die arithmetische Aquivalenz von kristallographischen Gruppen ein:

DEFINITION B5.15 Zwei kristallographische Gruppen G und G’ werden (eigentlich)
arithmetisch &quivalent genannt, falls die Paare 9(G) = (I'(G),Go) und 9(G') =
(T(G"), Gy) (eigentlich) arithmetisch dquivalent sind.

Die nachstehende Tabelle B.1 fiihrt vor Augen, das die Méachtigkeit der Menge A
der arithmetischen Klassen und jene der Menge G der geometrischen Klassen deutlich
kleiner als die Anzahl der affinen Klassen von Raumgruppen ist. '3 Die Bezeichnung
Vergréberung ist also angebracht.

‘ dimE H Affine Klassen ‘ card(A) ‘ card(G) ‘

2 17 13 10
3 219 73 32
4 4783 710 227
5 222018 6079 955
6 28927922 85311 7014

Tabelle B.1: Vergleich der Anzahl verschiedener Klassen in den Dimensionen 2 bis 6

Natiirlich sieht man den neuen Aquivalenzrelationen nicht ohne Weiteres an, dass
sie die Bestimmung der affinen Aquivalenzklassen praktisch durchfithrbar machen.
Darum nur noch folgende Ankiindigung: in Unterabschnitt 6.1 werden wir sehen, dass
die Menge A,, der arithmetischen Kristallklassen des Euklidischen Raumes E™ bijek-
tiv auf die Menge der Konjugationsklassen der endlichen Untergruppen der Gruppe
GL(n,Z) abgebildet werden kann. Dies ist erstaunlich, da in die Beschreibung eines
Paares (T, H) die reellen Zahlen eingehen, nicht aber in die Beschreibung eines Ele-
mentes von GL(n,Z), einer ganzzahligen, n-reihigen Matrix mit Determinante +1.

5.3 Anzahl der affinen Aquivalenzklassen

Die eigentlich-affinen Klassen der kristallographischen Gruppen des R? sind um 1890
vom russischen Kristallographen E. S. von FEDOROV (1853-1919) und vom deutschen
Mathematiker Arthur SCHOENFLIESS (1853-1928) bestimmt worden. Sie taten dies, in
dem sie in jeder Aquivalenzklasse einen Vertreter konstruierten und so — nach einigen
Berichtigungen — zum Ergebnis kamen, es gebe 230 (eigentlich-affine) Klassen. In
diesem Unterabschnitt zeige ich, wie das Schlussergebnis bei Schoenflies aussieht und
was es an weiteren Entwicklungen angeregt hat. Die Beweise der ausgesprochenen
allgemeinen Behauptungen werden Gegenstand des Abschnittes C7 sein.

5.3a Das Ergebnis von Schoenflies

Schoenflies veroffentlichte seine Klassifikation der Raumgruppen in einem Buch mit
dem Titel Krystallsysteme und Krystallstruktur. Sein Titelblatt ist oben auf Seite 55
wiedergegeben. Auf Seite 396 seines Buches beginnt Schoenflies, nach langen Vorbe-
reitungen, die Bestimmung der Raumgruppen. Er benutzt dabei die Einteilung der

13Die Zahlen stammen fiir n < 4 aus [BBal], p. 52. und fiir n € {5, 6} aus[PS00], Tabelle 2.
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Abbildung B.7: Titelblatt des Schoenfliesschen Buches

Raumgruppen in die 32 geometrischen Kristallklassen, die er nach den 7 Kristallsys-
temen anordnet. Anfangend mit dem Kristallsystem mit den geringsten Symmetrien,
schreitet er zu symmetrischeren Kristallsystemen voran, und gelangt schliesslich auf
Seite 534 zum requldren System; die Gitter der Raumgruppen dieses Systems die-
ses Systems sind nach Definition kubisch, entweder primitiv kubisch, flachenzentriert
kubisch oder innenzentriert kubisch. Auf den Seiten 555 und 556 gibt er dann eine
Tabelle, welche die Liste der 230 Klassen zusammenfasst; sie ist auf den Seiten 56
und 57 wiedergegeben und wird durch folgende Zeilen eingeleitet:

§ 8. Tabelle aller Raumgruppen. Die folgende Tabelle
giebt die Zahl der einer jeden Krystallclasse entsprechenden
Raumgruppen nebst der zugehorigen Translationsgruppe an.
Wir ordnen die Gruppen nach den Krystallsystemen.
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Triklines System. I,.
Holoedrie. 1
Hemiedrie. 1

Monoklines System. I, I, .

Holoedrie. 4
Hemiedrie. 2
Hemimorphie. 2
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Rhombisches System. I, I/, I,’, I,”.

Holoedrie. 16

4 2
Hemimorphie. 10 7

Hemiedrie.

Rhomboedrisches System.

Holoedrie.

Enantiomorphe Hemiedrie.
Hemimorphe Hemiedrie.
Paramorphe Hemiedrie,
Tetartoedrie.

Tetragonales System.

Holoedrie.

Enantiomorphe Hemiedrie.
Hemimorphe Hemiedrie.
Paramorphe Hemiedrie.
Tetartoedrie.

Hemiedrie mit Axe zweiter Art.
Tetartoedrie mit Axe zweiter Art.

Hexagonales System.
Holoedrie.
Enantiomorphe Hemiedrie.
Hemimorphe Hemiedrie.
Paramorphe Hemiedrie.
Tetartoedrie.

Hemiedrie mit dreizihliger Axe.
Tetartoedrie mit dreizihliger Axe.
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Tabelle B.2: Anfang der Tabelle der 230 Typen von Raumgruppen
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Reguléres System.
0O*.  Holoedrie.
0. Enantiomorphe Hemiedrie.
T4, Hemimorphe Hemiedrie.
T* Paramorphe Hemiedrie.
T.  Tetartoedrie.

Wir schliessen mit folgendem

~
~
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Hauptsatz. Es giebt im Ganzen 230 krystallographisch ver-
wendbare Raumgruppen.

Tabelle B.3: Ende der Tabelle der 230 Typen von Raumgruppen

5.3b Das 18. Problem von Hilbert

Die in Definition B5.11 festgelegten Relationen der affinen und der eigentlich-affinen
Aquivalenz fithren im Falle des 3-dimensionalen Raumes zu endlich vielen Klassen.
Die grosse Anzahl der Klassen macht es schwierig, vorherzusagen, wie das Ergebnis
fiir héherdimensionale Radume lautet. D. Hilbert griff diese Frage in der Ausarbeitung
seines Pariser Vortrages von 1900 auf ([Hi00], Problem 18). Er schreibt:

18. Aufbau des Raumes aus kongruenten Polyedern.

Wenn man nach denjenigen Gruppen von Bewegungen in der Ebene fragt, fiir die ein Funda-
mentalbereich existiert, so fallt bekanntlich die Antwort sehr verschieden aus, je nachdem die
betrachtete Ebene die Riemannsche (elliptische), euklidische oder Lobatschefskysche (hyper-
bolische) ist. Im Falle der elliptischen Ebene gibt es eine endliche Anzahl wesentlich verschie-
dener Arten von Fundamentalbereichen, und es reicht eine endliche Anzahl von Exemplaren
kongruenter Bereiche zur liickenlosen Uberdeckung der ganzen Ebene aus: Die Gruppe be-
steht eben nur aus einer endlichen Anzahl von Bewegungen. Im Falle der hyperbolischen
Ebene gibt es eine unendliche Anzahl wesentlich verschiedener Arten von Fundamentalbe-
reichen, ndmlich die bekannten Poincaréschen Polygone; zur liickenlosen Uberdeckung der
Ebene ist eine unendliche Anzahl von Exemplaren kongruenter Bereiche notwendig. Der Fall
der euklidischen Ebene steht in der Mitte; denn in diesem Falle gibt es nur eine endliche An-
zahl von wesentlich verschiedenen Arten von Bewegungsgruppen mit Fundamentalbereich;
aber zur liickenlosen Uberdeckung der ganzen Ebene ist eine unendliche Anzahl von Exem-
plaren kongruenter Bereiche notwendig.

Genau die entsprechenden Tatsachen gelten auch im drei-dimensionalen Raume. Die Tat-
sache der Endlichkeit der Bewegungsgruppen im elliptischen Raume ist eine unmittelbare
Folge eines fundamentalen Satzes von C. JORDAN *, wonach die Anzahl der wesentlich ver-
schiedenen Arten von endlichen Gruppen linearer Substitutionen mit n Verdnderlichen eine
gewisse endliche, von n abhéngige Grenze nicht {iberschreitet. Die Bewegungsgruppen mit
Fundamentalbereich im hyperbolischen Raume sind von FRICKE und KLEIN in den Vorle-
sungen iiber automorphe Funktionen *® untersucht worden, und endlich haben FEDOROW 6,

14J. de Math. Bd 84, (1878) und Atti della Reale Accademia di Napoli 1880.
151 iepzig 1897. Vgl. insbesondere Abschnitt I, Kap. 2-4.
16Symmetrie der regelméiBigen Systeme von Figuren 1890.
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SCHOENFLIES 7 und neuerdings ROHN ¥ den Beweis dafiir erbracht, da8 es im euklidischen
Raume nur eine endliche Zahl wesentlich verschiedener Arten von Bewegungsgruppen mit
Fundamentalbereich gibt. Wahrend nun die den elliptischen und hyperbolischen Raum be-
treffenden Resultate und Beweismethoden unmittelbar auch fiir den n-dimensionalen Raum
Geltung haben, so scheint die Verallgemeinerung des den Euklidischen Raum betreffenden
Satzes erhebliche Schwierigkeiten zu bieten, und es ist daher die Untersuchung der Frage
wiinschenswert, ob es auch im n-dimensionalen euklidischen Raume nur eine endliche An-
zahl wesentlich verschiedener Arten von Bewegungsgruppen mit Fundamentalbereich gibt.
Ein Fundamentalbereich einer jeden Bewegungsgruppe zusammen mit den kongruenten,
aus der Gruppe entspringenden Bereichen liefert offenbar eine liickenlose Uberdeckung des
Raumes. Es erhebt sich die Frage, ob ferner auch solche Polyeder existieren, die nicht als
Fundamentalbereiche von Bewegungsgruppen auftreten, und mittels derer eine lickenlose Er-
fillung des ganzen Raumes moglich ist. Ich weise auf die hiermit in Zusammenhange stehende,
fiir die Zahlentheorie wichtige und vielleicht in der Physik und Chemie einmal Nutzen brin-
gende Frage hin, wie man unendlich viele Kérper von der gleichen vorgeschriebenen Gestalt,
etwa Kugeln mit gegebenem Radius oder regulire Tetraeder mit gegebener Kante (bzw. in
vorgeschriebener Stellung), im Raume am dichtesten einbetten, d. h. so lagern kann, daf das
Verhaltnis des erfiillten Raumes zum nicht erfiillten Raume moglichst gross austfillt.

5.3c  Resultate von Bieberbach
Der erste Teil des 18. Problems von Hilbert stellt die Frage

...es ist daher die Untersuchung der Frage wiinschenswert, ob es auch
im n-dimensionalen euklidischen Raume nur eine endliche Anzahl wesent-
lich verschiedener Arten von Bewegungsgruppen mit Fundamentalbereich
gibt.

1910 schon konnte L. Bieberbach seine Antwort ankiindigen; er begriindete sie in den
Arbeiten [Billa] und [Bil2]:

HAUPTSATZ B5.16 Fir jeden Euklidischen metrischen Raum B enthdlt Iso(E) nur
endlich eigentlich-affine Klassen von Raumgruppen.

5.4 Anhang: Enantiomorphe Klassen

In den Nummern 5.2a und 5.2b sind die Begriffe der affinen und der eigentlich affi-
nen Aquivalenz von kristallographischen Gruppen eingefiihrt und motiviert worden;
die Unterschiede zwischen der Einteilung in affine Typen und jener in eigentlich af-
fine Typen kamen bisher aber noch nicht zur Sprache. Ebenso wenig wurde disku-
tiert, wie sich die arithmetischen von den eigentlich arithmetischen Kristallklassen, die
geometrischen von den eigentlich geometrischen Kristallklassen unterscheiden. Diese
Untersuchung soll in diesem Unterabschnitt nachgeholt werden.

Der Unterabschnitt besteht aus einigen allgemeinen Resultaten und einer Reihe
von Beispielen. In den Resultaten geht es um drei Themen, die Aufspaltung einer geo-
metrischen Kristallklasse in eigentlich-geometrische Kristallklassen, die Aufspaltung
einer arithmetischen in eigentlich-arithmetische Kristallklassen sowie der Zerfall einer
affinen Aquivalenzklasse in eigentlich-affine Aquivalenzklassen. Wie bald klar werden
wird besteht jede der (grosseren) Klassen aus hochstens zwei eigentlichen Klassen

17Krystallsysteme und Krystallstruktur, Leipzig 1891.
I8 Mathematische Annalen, Bd. 53, (1900) S. 440-449.
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und die Aufspaltung findet genau dann statt, wenn ein gewisser Normalisator nur
orientierungs-erhaltende Abbildungen enthélt.

5.4a Aufspaltung von geometrischen Kristallklassen — Resultate

Seien I ein Gitter von E und H eine Untergruppe der Automorphismengruppe Aut(I")
des Gitters. Das Paar (I', H) und ein zweites (I, H') sind nach Definition B5.13
geometrisch dquivalent, falls es eine lineare Bijektion L: E —- E gibt, welche die
Bedingung

H =LoHoL™! (B5.8)

erfillt. Die Gitter I" und IV kommen in dieser Definition nicht vor; sie sorgen aber
dafiir, dass H und H’ endliche Untergruppen der orthogonalen Gruppe sind (Satz
B4.7). Und natiirlich miissen sowohl H wie H auf einem Gitter operieren, was eine
weitere, starke Einschrinkung ist. ' Die Untergruppen H’, die in einem zu (', H)
dquivalenten Paar auftreten, bilden daher die Familie

{LoHoL ' |LeGL(E)und Lo Ho L™' C O(E)}.
Mit Satz C6.6 kann diese Beschreibung vereinfacht werden und zwar zu
{H' € geom. Klasse von (I, H)} = {po Hop ! | o € O(E)}. (B5.9)

Verfeinert man nun die geometrische Aquivalenz zur eigentlichen geometrischen
Aquivalenz — bei ihr wird in Definition B5.13 zusitzlich gefordert, dass die Determi-
nante von L positiv ist —, so sicht man analog, dass die Gruppen H’ in den Paaren,
die zu (T, H) eigentlich geometrisch dquivalent sind, gerade die Konjugationsklasse

{H' € eigentlich geom. Klasse von (I', H)} = {po Hop ' | ¢ € SO(E)}. (B5.10)

bilden. Die Beschreibungen (B5.9) und (B5.10) zeigen nun, wann die eigentlich-geometrische
Klasse von (', H) mit der geometrischen Klasse von (I', H) zusammenfallt. Sei nam-

lich ¢_ eine orthogonale Abbildung mit Determinante —1. Die beiden Klassen sind
gleich, falls ¢_ o H o p~ in der Konjugationsklasse SO) H liegt, das heisst, falls

es eine orthogonale Abbildung ¢, mit Determinante 1 gibt, welche die Bedingung
p_oHop  =pyoHop, oder

No)(H) € SO(E) (B5.11)

erfilllt. Durchgeht man das gegebene Argument von hinten nach vorne, sieht man,
dass Bedingung (B5.11) auch hinreichend ist.

In den Anwendungen hilft es manchmal, wenn die Gruppe O(E), in der der Norma-
lisator zu bilden ist, durch eine andere Gruppe ersetzt werden kann. Nach Satz C6.6
kann man von der Bedingung (B5.11) zur Bedingung Ngp,m)(H) € GL™ (E) iiberge-
hen, denn die Determinante eines positiven, selbstadjungierten Operators ist positiv.
Sei nun B eine geordnete Z—Basis des Gitters I' und Hp die Matrizendarstellung von
H in dieser Basis. Dann ist Bedingung (B5.11) gleichwertig mit der Bedingung

Net (s (Hz) ¢ GL* (n, R). (B5.12)

Das Beweis von Theorem C6.9 zeigt dann noch, dass man in obiger Bedingung die re-
ellen Gruppen GL(n, R) und GL™ (n, R) durch die entsprechenden rationalen Gruppen
ersetzen darf. Zusammengefasst haben wir das folgende Resultat erzielt:

19Siehe insbesondere Korollar C7.2, aber auch Satz C6.20.
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SATZ B5.17 Die geometrische Kristallklasse eines Paares (I'y H) besteht aus hichs-
tens zwei eigentlich-geometrischen Teilklassen. FEine echte Aufspaltung findet genau
dann statt, falls eine der folgenden, dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

(i) No)(H) € SO(E);
(ii) NaL)(H) € GL*(E);

(iii) Novin)(Hs) € GL (n,Q).

In Bedingung (iii) bezeichnet B eine geordnete Z—Basis des Gitters T'.

BEMERKUNG B5.18 Da eine geometrische Kristallklasse dank obigem Satz aus hochs-
tens zwei eigentlich-geometrischen Klassen zusammengesetzt ist, entsteht bei einem
Zerfall einer geometrischen Klasse ein Paar von eigentlich-geometrischen Klassen. Je-
de dieser Klasse wird enantiomorph 2° genannt; man sagt auch, die geometrische
Kristallklasse sei enantiomorph.

Die lineare Abbildung —1 ist eine orthogonale Abbildung, die im Normalisator
jeder Gruppe H liegt; falls die Dimension des Raumes E ungerade ist, ist det(—1) =
—1. Diese Beobachtung und der Umstand, dass die Gruppe H in ihrem Normalisator
enthalten sind, liefern dann ein erstes konkretes Ergebnis, das

KOROLLAR B5.19 Die geometrische Klasse von (I', H) ist nicht enantiomorph, wenn
eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

e die Dimension von E ist ungerade;
o die Gruppe H enthdlt ein Element mit negativer Determinante.

Die in Korollar B5.19 genannten Bedingungen lassen sich zu einer hinreichenden
und notwendigen Bedingung fiir das Vorliegen der Inklusion Ngp,)(H) € GL™(E)
ausbauen. Dazu betrachtet man den Gruppenhomomorphismus

n: Newge) (H) — Aut(H), (B5.13)

der durch die Zuordnung Ngrey(H) > L — (¢ — Lo ¢oL™") € Aut(H) indu-
ziert wird. Sein Kern ist der Zentralisator Cqr,g)(H) von H in GL(E). Dieser besteht
gerade aus den invertierbaren Elementen der Endomorphismenalgebra Endry (E) je-
nes RH-Moduls E, dessen H-Struktur durch die Einbettung H C GL(E) gegeben
wird. Falls die geometrische Klasse von (I', H) enantiomorph ist, so darf der Zentra-
lisator Crm)(H) € Nar)(H) € GLT(E) nach Satz B5.17 kein Element negativer
Determinante enthalten Die Darstellungstheorie der endlichen Gruppen erlaubt es,
ein Kriterium fiir diese notwendige Bedingung anzugeben, das vergleichsweise leicht
nachpriifbar ist:

HivrssaTz B5.20 Fir jede Untergruppe H C Aut(T') sind die folgenden Aussagen
gleichwertig:

(z'a) CGL(]E) (H) - GL+(E),'

20Das Adjektiv enantiomorph ist in der Kristallographie und der Chemie sehr gebrauchlich; es
stammt aus dem Griechischen (enantios und morphe) und bedeutet von entgegengesetzen Formen.
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(ib) E enthdlt keinen H —invarianten (reellen) Unterraum ungerader Dimension.

Proof. Der endlich-dimensionale Modul RH-Modul E ist eine direkte Summe von
einfachen Moduln; insbesondere ldsst er sich also in der Form

v=wiewle -owleoUu

schreiben. Dabei bezeichnen Wy, ... W, paarweise nicht isomorphe, absolut einfache
RH-Moduln und U eine Summe von einfachen RH-Moduln Uy, deren Endomorphis-
menalgebra Endry (Uy) grosser als R - 1 ist. Die Endomorphismenalgebra Endg g (E)
ist deshalb das direkte Produkt der Endomorphismenalgebren der Teilmoduln Wlf Y
. Wef “und U. 2! Nun ist die Endomorphismenalgebra jedes einfachen Summanden

W; gleich R1; die Endomorphismenalgebra jedes Teilmoduls ij 7 ist daher die volle
Matrizenalgebra M (fs, R- Ty, ); diese hat genau dann ein Element negativer Determi-
nante, wenn WW; ungerade Dimension hat. Die einfachen Moduln, die in U enthalten
sind, haben dagegen alle einen Endomorphismenring, der einen Teilkérper isomorph
zu C enthilt. 22 Nach Wahl einer C-Struktur auf U ist dann jeder Endomorphismus
L von U eine C-lineare Abbildung; ihre Determinante ist daher auf Grund der Formel
detg(L) = | detc |? nicht negativ.

Die bisherigen Uberlegungen zeigen, dass es in Endgy (E) genau dann invertier-
barbare Abbildungen mit negativer Determinante gibt, wenn der RH—Modul E einen
absolut einfachen Teilmodul ungerader Dimension aufweist. Besitzt E einen solchen
Teilmodul, enthélt E offensichtlich einen Teilmodul ungerader Dimension. Besitzt um-
gekehrt E einen Teilmodul W ungerader Dimension, so ist dieser nach dem Satz von
Maschke ein direkter Summand von E; sei W' eines seiner Komplemmente. Zerlegt
man W und W’ in einfache Summanden, so wird ein einfacher Summand von W
ungerade Dimension haben, und daher absolut einfach sein. 0

Zuriick zum Gruppenhomomorphismus 7, deren Kern wir eben untersucht haben.
Sein Bild ist eine gewisse Untergruppe der Automorphismengruppe von H. Die Identi-
fikation dieses Bildes kann aufwendig sein; die Tatsache, dass im(7) den Normalteiler
Inn(H) der inneren Automorphismen enthilt, macht einem die Losung der Aufga-
be aber immer dann leicht, wenn die Quotientengruppe Aut(H)/Inn(H) von sehr
wenigen Elementen erzeugt wird.

Der folgende Satz fasst unsere bisherigen Ergebnisse tiber die Enantiomorphie einer
vorgelegten eigentlich-geometrischen Klasse zusammen:

Satz B5.21 Das Paar (T, H) vertritt genau dann eine enantiomorphe geometrische
Klasse, wenn die folgenden drei Bedingungen erfillt sind:

(i) der RH-Modul V' enthdlt keinen Teilmodul ungerader Dimension;

(ii) die Gruppe H enthdlt kein Element mit negativer Determinante;

i) es gibt lineare Abbildungen Ly, ..., Li in Ngum) (H), deren Determinanten
(&)

positiv sind und deren Bilder n(L1), ..., n(Lg) zusammen mit Inn(H) das Bild
von 1 in Aut(H) erzeugen.

21Gjehe etwa
22Sjche etwa,
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Proof. Aus Satz B5.17 wissen wir, dass die geometrische Klasse von (I, H) genau
dann enantiomorph ist, wenn der Normalisator Ngr(g)(H) der Gruppe H kein Ele-
ment negativer Determinante enthéilt. Gemiéss Hilfssatz B5.20 besagt Bedingung (i)
gerade, dass der Zentralisator von H in GLT(E) enthalten ist. Bedingung (i) ist also
notwendig. Ist sie erfiillt, so ist das Vorzeichen der Determinantenfunktion auf jeder
Nebenklasse Cqr, gy (H) o H o L des Normalteilers Cqr gy (H) o H von Ny (H) o H
konstant; der Normalisator ist deshalb genau dann in GLT(E) enthalten, wenn die
Bedingungen (ii) und (iii) erftllt sind. O

5.4b  Beispiele von enantiomorphen geometrischen Kristallklassen

Satz B5.21 macht den Nachweis, dass ein gegebenes Paar (I', H) eine enantiomor-
phe eigentlich-geometrische Klasse vertritt, vergleichsweise einfach. Die Dimension
des Euklidischen Raumes E, in dem T liegt, muss gerade sein (Bedingung (i) von Satz
B5.21 oder Korollar B5.19); auch muss sie grosser als 2 sein, da jede Untergruppe
von O(FE?) Spiegelungen enthilt, weshalb in Dimension 2 mindestens eine der Be-
dingungen (ii) oder (iii) des zitierten Satzes verletzt ist. Die kleinste Dimension, in
der enantiomorphe geometrische Kristallklassen auftreten kénnen, ist also 4. In dieser
Dimension kommen sie auch tatséchlich vor; sie sind sogar recht zahlreich: 44 von den
227 geometrischen Klassen zerfallen in zwei eigentlich-geometrische Klassen. 23

In dieser Nummer werden 2 dieser 44 Klassen vorgestellt. Dabei identifiziere ich
die Gruppe O(R*) der orthogonalen Abbildungen von R* mit der Gruppe O(4, R) der
orthogonalen 4-reihigen Matrizen.

BEISPIEL B5.22 Sei H C O(4,R) die zyklische Gruppe, die von der orthogonalen
Matrix

0 -1 0 0
1 0 0 0

A=A =1y o o0 -1 (B5.14)
0 0 1 0

erzeugt wird. 2* Diese Gruppe ist zyklisch von der Ordnung 4, weshalb ihre Automor-
phismengruppe 2 Elemente hat, 1 und den Automorphismus 3_1, der A auf A3 = A~!
abbildet. Sei V' der RH-Modul, dessen Vektorraum R* ist und dessen H-Wirkung
durch Matrizenmultiplikation gegeben wird. Dieser Modul ist offensichtlich die di-
rekte Summe von zwei 2—dimensionalen Teilmoduln U; und Us. Auf jedem dieser
Teilmoduln bewirkt A eine Drehung der Ordnung 4, die sich im Komplexen als Multi-
plikation mit der Zahl ¢ interpretieren lisst. Die Endomorphismenalgebra End gy (V)
ist daher isomorph mit der Algebra der 2-reihigen komplexen Matrizen M (2, C). Auf
ihr nimmt die Determinantenfunktion nur nicht-negative Werte an, denn es gilt die
Formel

al 7b1 ag 7b2 5
det b1 ai by ao — det a1 +i-by as+i-by
ap —by ax —by| az+1i-by as+1-by ’

bi a1 by ao

23Giehe [BBal], p. 52 und p. 405, oder [Sou03], p. 217, Table 1.
24Das Paar (Z*, H) vertritt die geometrische Kristallklasse, die im Buch [BBal] auf Seite 122
definiert und mit 10/01 bezeichnet wird.
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(Vergleiche Anhang.) Die Determinante der Matrix A ist 1, und der Automorphismus
B_1: A— A~ wird durch Konjugation mit der Matrix

010 0
1 00 0
Ba=19 0 0 1
001 0

induziert. Diese Matrix beschreibt die Zusammensetzung von zwei Spiegelungen (an
Hyperrdumen); ihre Determinante ist daher ebenfalls 1.

Die vorangehenden Rechnungen zeigen, dass die Bedingungen (i), (ii) und (iii)
von Satz B5.21 erfiillt sind, weshalb der Normalisator von H in der Gruppe GL(4,R)
enthalten ist und das Paar (Z*, {4, A, A%, A3}) eine enantiomorphe Klasse vertritt.
Sie lehren weiter, dass der Zentralisator von H und die Matrizengruppe GL(2, C) iso-
morph sind; der Normalisator ist also sehr gross. Die Beschreibung des Normalisators
wird sprechender, wenn man, wie dies in Nummer 5.4c geschehen wird, den Zentrali-
sator von H in der Matrizengruppe GL(4,Z) betrachtet; die Rechnung besagen dann,
dass Ngp,(4;z)(H) isomorph der Gruppe GL(2, Z[i]) ist.

BEISPIEL B5.23 Sei H C O(4,R) die zyklische Gruppe, die von der Matrix

0 1 0 O
0 0 1 0

A= Agg)01 = 0 0 0 1 (B5.15)
-1 0 0 O

erzeugt wird. 2° Die Matrix A ist orthogonal, hat die Ordnung 8 und ihr charakteris-
tisches Polynom ist gleich x4(A) = A* + 1. Die Nullstellen dieses Polynoms sind die
8—ten primitiven Einheitswurzeln. also

G=L.(1+i), & & d=¢"

Da kein Eigenwert reel ist, hat V' = R* keinen H-invarianten Unterraum, also auch
keinen H—invarianten Unterraum ungerader Dimension. Die Bedingung (i), wie auch
die Bedingung (ii), von Satz B5.21 sind daher erfiillt. Es fillt auch leicht, die Endo-
morphismenalgebra des RH-Moduls V' zu bestimmen: die Matrix A ist in O(4,R)
konjugiert zu einer Matrix A in Kéastchenform; im Hinblick auf die Eigenwerte von A
kann man

1 -1 0 0
V2 |11 0 o0
2 |0 0 -1 -1

0 0 1 -1

withlen. Jede reelle Matrix, die mit A kommutiert, hat dann die Form

ay —b1 0 0
b1 aq 0 0 .
0 0 as —bs)’
0 0 b4 (47}

dies zeigt, dass der Zentralisator Cgp(4,r)(H) isomorph zu C* x C* ist.

25Die geometrische Klasse des Paares (Z*, H) wird in [BBal], p. 232, mit 26/01 bezeichnet.
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Die Automorphismengruppe Aut(H) der zyklischen Gruppe ist das direkte Pro-
dukt von zwei Gruppen der Ordnung 2; sie wird von den beiden Automorphismen
B_1: A A7l und B5: A — A5 erzeugt. Es sind A7! = A und A% = A* - A = —A;
die Automorphismen werden durch Konjugation mit den Matrizen

000 1 1 0 0 0
001 0 0 -1 0 0
Ba=1o 1 0 0 md - Bs=1, o 1
101 0 0 0 0 —1

induziert. Da beide die Determinante 1 haben, ist auch die dritte Bedingung von Satz
B5.21 erfiillt. Daher ist auch geometrische Klasse von (Z*, gp(Aqgg /10) enantiomorph.

5.4c  Aufspaltung von arithmetischen Kristallklassen — Resultate

Zwei Paare (I', H C Aut(T")) und (I, H C Aut(I")) werden arithmetisch dquivalent
genannt, falls es eine lineare Bijektion L: E — E gibt, welche die Bedingungen

I"=LT) und H =LoHoL™* (B5.16)

erfilllt (Definition B5.13). Die arithmetische Kristallklasse des Paares (I', H) ist also
das Bild von (', H) unter der Wirkung der Menge

L={LeGL(E)||LoHL™* c O(E)}. (B5.17)

Verfeinert man die arithmetische zur eigentlich-arithmetischen Aquivalenz, ergibt sich
analog, dass die eigentlich-arithmetische Kristallklasse des Paares (I, H) das Bild
dieses Paares unter der Wirkung der Menge

LT ={LeGL(E)||LoHL " c GL*(E)}. (B5.18)

ist. Sei nun L_ € GL(E)~GL™(E). Dann liegt L_(T', H)) genau dann in der eigentlich-
arithmetischen Klasse von (I', H), wenn es eine lineare Bijektion L+ € GL™(E) gibt,
derart dass L_((T', H)) und L, ((T, H)) {ibereinstimmen, das heisst dass die Abbil-
dung L = L™' o L, das Paar (', H) festhilt. Nun hilt aber eine bijektive lineare
Abbildung das Paar (I, H) genau dann fest, wenn L das Gitter I' auf sich abbildet —
das heisst zu GL(T") gehort — und L die Gruppe H normalisiert. Daher ist die arith-
metische Kristallklasse von (I', H) genau dann enantiomorph, wenn der Normalisator
Negrry(H) in der Untergruppe SL(I") enthalten ist.

Fiir explizite Rechnungen wird man die gefundene Bedingung mit Matrizengrup-
pen formulieren; ist B eine geordnete Z-Basis von I, lautet die Bedingung Nay,(,,z(H) C
SL(n,Z). Alles in allem ergibt sich der

SATZ B5.24 Die arithmetische Kristallklasse eines Paares (I'y H) besteht aus hiochs-
tens zwei eigentlich-arithmetischen Teilklassen. Eine echte Aufspaltung findet genau
dann statt, falls eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(ii) Nenmr(H) € GL*(T);
(i) Narnz)(Hg) € SL(n,Z).

In Bedingung (iii) bezeichnet B eine geordnete Z—Basis des Gitters I.
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Wie in Nummer 5.4c fliessen aus dem erhaltenen Resultat einige niitzliche Folgerun-
gen, die sich leicht iberpriifen lassen, insbesondere die folgenden:

KOROLLAR Bb5.25 Die arithmetische Klasse von (', H) ist nicht enantiomorph, falls
eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

e die Dimension von E ist ungerade;

o die Gruppe H enthdlt ein Element mit negativer Determinante.

KOROLLAR B5.26 Falls die geometrische Klasse von (I, H) enantiomorph ist, sind
alle in ihr enthaltenen arithmetischen Klassen enantiomorph.

Sei nun 7. : Ngrr)(H) — Aut(H) der Gruppenhomomorphismus, welcher L €
Nerry(H) auf den Automorphismus (¢ — Lo ¢oL™") € Aut(H) von H abbildet.
Sein Kern ist der Zentralisator Cqr,ry(H) von H in GL(I"); er besteht gerade aus den
invertierbaren Elementen des Endomorphismenrings Endzy (T') von T.

Falls die arithmetische Klasse von (T', H) enantiomorph ist, enthalt der Zentralisa-
tor Carmy(H) € Nare) (H) € GLT(E) nach Satz B5.24 kein Element negativer De-
terminante. Das Bild von 7, ist eine gewisse Untergruppe der Automorphismengruppe
von H; sie enthélt stets den Normalteiler Inn(H) der inneren Automorphismen.

Der folgende Satz fasst die gewonnenen Einsichten tiber die Enantiomorphie einer
vorgelegten eigentlich-arithmetischen Klasse zusammen:

Satz B5.27 Das Paar (T, H) vertritt genau dann eine enantiomorphe arithmetische
Klasse, wenn die folgenden drei Bedingungen erfullt sind:

(Z) CGL(F)(H> c SL(F);
(ii) H enthdilt kein Element mit negativer Determinante;

(iii) es Automorphismen ay, ..., oy in Ny (H), deren Determinanten positiv
sind und deren Bilder n(aq), ..., n(ay) zusammen mit ITan(H) das Bild von 7
in Aut(H) erzeugen.

5.4d Beispiele von enantiomorphen arithmetischen Kristallklassen

Nach Korollar B5.26 sind die arithmetischen Klassen, welche in einer enantiomor-
phen geometrischen Kristallklasse liegen, ebenfalls enantiomorph. Hingegen kann es
vorkommen, dass eine geometrische Klasse nicht enantiomorph ist, obwohl eine oder
mehrere der in ihr enthaltenen arithmetischen Klassen enantiomorph sind. Dieses
Phénomen wird durch die Beispiele B5.28 und B5.29 dieser Nummer illustriert.

Durchgeht man die Liste der 227 geometrischen Klassen [(lat, H)], von E*, so stellt
man fest, dass eine geometrische Klasse genau dann enantiomorph ist, wenn alle in
ihr enthaltenen arithmetischen Klassen enantiomorph sind. In [BBal], p. 15, weisen
die Autoren auf diesen Umstand hin; sie fiigen hinzu, sie wiissten nicht, ob dieser
Sachverhalt auch in anderen Dimensionen richtig sei. Wie B. Souvignier entdeckt hat,
gibt es schon in der Dimension 6 Gegenbeispiele. 26

26[Sou03], p. 216.
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BEISPIEL B5.28 Sei H C GL(4,Z) die Gruppe, die von den 3 Matrizen

-11 0 0 1 0 -1 0 0 0 1 -1
-1 0 0 O 1 -1 -1 1 0 0 0 -1
A= 0 0 -1 1}° B= 10 0 0]’ ¢= 1 -1 0 O
0 0 -1 0 1 -1 0 0 0 -1 0 O

erzeugt wird. Man bestétigt leicht, dass die Matrizen A, B und C die Ordnungen 3,
6 und 2 haben; hingegen ist unklar, ob die Gruppe endlich und, falls endlich, welches
ihre Struktur ist. Die Antwort auf beide Fragen wird leicht, wenn man ein geschicktes

neues System von Erzeugenden einfiihrt. Hier ist eines: 27
0O -1 0 O 01 0 O
. |t 10 0 s s (1000
a=a=| 0O Bi=p 2=, o 0 | ®519)
0O 0 1 -1 00 1 0
0O 0 —1 O 1 0 -1 0
I (. s e 001 0 1
A=B"=11 ¢ o o B=B-ACBE=1,, 4
01 0 -1 00 0 -1
(B5.20)

Auf Grund der Beziehungen
A?=A, A1 B -A2=B,undA'-B3.B,-B?=C

erzeugen die 4 Matrizen A,, By, As und By die Gruppe H. Die Ordnungen dieser 4
Matrizen sind 3, 2, 3 und 2 und sie erfiillen die Relationen B; - Aij_l = A]—_1 flir
j = 1,2. Die Untergruppen Hy = gp(A;, B1) und Hs = gp(As, Bs) sind daher beide
Diedergruppen der Ordnung 6; man bestétigt leicht, dass sie miteinander kommutie-
ren, weshalb sie in H ihr direktes Produkt erzeugen. Da die Gruppe H nun als endlich
nachgewiesen ist, entspricht ihre Konjugationsklasse in GL(4,7Z) einer eindeutig be-
stimmten arithmetischen Kristallklasse (nach Theorem C6.3); sie wird in [BBal], p.
235, mit 29/01/01 bezeichnet.

Das néchste Ziel ist es, den Zentralisator von H in GL(4,Q) zu finden; um die
verwende ich Ergebnisse der Darstellungstheorie. Als QH;— Modul ist der Vektorraum
Q* die direkte Summe von zwei isomorphen, 2-dimensionalen Teilmoduln U; und Us;
diese sind absolut einfach, da eine direkte Summenzerlegung iiber C implizierte, dass
H, abelsch ist. Folglich besteht die Endomorphismenalgebra Endgg, (V') aus Matrizen

der Form
T 0 i) 0
X — 0 T 0 xTo o (1‘1 . 12 X9 - IQ)
T3 0 Xq 0 $3'IQ .1‘4-12 '
0 I3 0 Ty

Da die Matrix Bs eine 2 x 2-Matrix mit Koeffizienten der Form c¢ - I5 ist, kann die
Kommutatorbedingung 04 = X - Bs — Bs - X wie folgt geschrieben werden:

- . .1‘1[ wgl 0 -1 - 0 -1 xll J]g[
0s=X-Bp =Bz X = <x3I :c4I) (—1 0 ) <—1 0 ) (:Cg,l m])

_ (a2l —w I\ (a3l —wal\ _ ((zz—w2) I (xa—71)-1

B —.1‘41 —$3[ —$1[ —$21 B ($1 — $4) - (.1‘2 — $3) 1)

27"Mitteilung von B. Souvignier vom 21. April 2005.
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Die Kommutatorbedingung ist also gleichwertig mit 1 = x4 und zo = x3. Die Be-
dingung X - Ay — As - X = 04 impliziert schliesslich, dass xo und x3 gleich 0 sind:

<<x:I :[:I)G :)>21<G j[)(ij :)>21$1~I(z1x2)~1.

Somit besteht die Endomorphismenalgebra Endgy (Q?) nur aus Vielfachen der Ein-
heitsmatrix und der Zentralisator von H in GL(4,Z) reduziert sich auf {£1I4}.

Wir wissen nun, dass der Kern der Abbildung n.: Ngp,z)(H) — Aut(H) nur
Elemente aus SL(4, Z) enthélt, weshalb Bedingung (i) von Satz B5.27 erfiillt ist. Be-
dingung (ii) dieses Satzes ist ebenfalls richtig, da die Determinanten der Matrizen
A1, By und As, Bs alle gleich 1 sind. Bleibt Bedingung (iii), in der es um &ussere
Automorphismen geht, die von Elementen des Normalisators induziert werden.

Die Gruppe H ist direktes Produkt von zwei isomorphen Untergruppen H; und
H,; sie besitzt daher einen &dusseren Automorphismus o, der die beiden Faktoren
vertauscht. Wie man durch Nachrechnen bestatigen kann, wird ¢ durch Konjugation

mit der Matrix
0
0
-1
-1

S:

e e
O = OO
(e

induziert. Weil die Determinante dieser Matrix gleich —1 ist, gilt Bedingung (iii) des
Satzes B5.27 nicht. Die arithmetische Klasse 29/03/01, die der Konjugationsklasse
der Gruppe H in GL(4,Z) entspricht, ist somit nicht enantiomorph.

BEISPIEL B5.29 Die geometrische Kristallklasse, welche die eben besprochene arith-
metische Klasse enthélt, setzt sich aus mehreren arithmetischen Klassen zusammen.
28 Insbesondere enthilt sie eine arithmetische Klasse, die mit 29/03/03 bezeichnet
wird. 2 Diese Klasse ist enantiomorph und kann wie folgt gewonnen werden. Sei T'
die Matrix

1 0 -2 0 1 0 -2 0
-1 -2 2 o 11 -1 -2 2
T=1_1 0 -1 0ol ™M T =311 o -1 0
1 1 -1 1 1 1 -1 1

Die Matrix T' gehort nicht zu GL(4,Z). Dennoch liegt die konjugierte Gruppe H =
T-H-T-'in GL /4, 2):

-1 1 0 0 1 -1 0 0
S 4 i | =10 0 0 S [0 -1 0 0
Al=T A - T = 0 o0 -1 1| B =T B, - T " = 0 0 1 -1l
0O 0 -1 0 0O 0 0 -1
-1 0 1 0 0 0 -1 0
S a4 el |0 -1 001 S |00 0 -1
AQ—T AQ T = _1 0 0 0 5 BQ*T B2 T - -1 0 0 0
0 -1 0 0 0 -1 0 0

28Nach [BBal], pp. 235 und 236, sind es deren 5.
29[BBal], p. 236.
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Die Gruppe H' = T - H - T~ entspricht also auch einer arithmetischen Klasse; wie
bald klar werden wird, ist sie von der zuvor besprochen Klasse verschieden. Sie wird
mit 29/03/03 bezeichnet.

Da die Gruppen H und H’ in GL(4, Q) konjugiert sind, sind auch ihre Zentrali-
satoren in GL(4, Q) konjugiert; im Hinblick auf die Rechnungen im vorangegangenen
Beispiel, bestehen sie beide nur aus den Vielfachen der Identitit. Es folgt, dass der
Zentralisator Cgr,(4,z(H') nur aus £1, besteht, weshalb die erste Bedingung von Satz
B5.27 erfiillt ist. Bedingung (ii) gilt gleichfalls.

Es bleibt die Frage, ob der dussere Automorphismus o', der die beiden Fakto-
ren H| = gp(A}, B}) und Hj = gp(A), By) von H austauscht, von einer Matrix in
GL(4,7) induziert wird. Die Rechnungen in Beispiel B5.28 implizieren, dass die Ma-
trix §’ = T-S-T~! die beiden Faktoren austauscht. Diese Matrix ist nicht ganzzahlig:

0 10 -1 2 2 -1 -1
L 0 10 0 EPRS O B B B |
S=T 00101 a7 732 41
110 0 -1 2 -1 2

Jede Matrix von GL(4, Q), die den gleichen Automorphismus von H’ induziert, unter-
scheidet sich von S” durch eine Matrix im Zentralisator von H' in GL(4,Q), also um
ein Vielfaches der Einheitsmatrix. Eine Matrix der Form ¢ -S” kann aber hochstens
dann in GL(4,Z) liegen, wenn det(c- S’) = ¢* - det(S) = —c* in Z invertibel ist. Dies
tritt nur ein, wenn ¢ = =+1 ist. Somit liegt der dussere Automorphismus ¢’ von H
nicht im Bild der Abbildung 7.: Ngpa,z)(H') — Aut(H’), weshalb Bedingung (iii)
des Satzes B5.27 automatisch erfiillt ist. Die arithmetische Klasse 29/03/03, welche
der Gruppe H' entspricht, ist daher enantiomorph. Da die zuvor behandelte Klasse
29/03/01 nicht enantiomorph ist, haben wir mitbewiesen, die arithmetischen Klassen
29/03/01 und 29/03/03 verschieden sind.

5.4e Aufspaltung der affinen Aquivalenzklassen — Resultate
5.4f Aufspaltung der affinen Aquivalenzklassen — Beispiele
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C Allgemeine Resultate

In Kapitel B sind die Grundbegriffe der Theorie der kristallographischen Gruppen ein-
gefiihrt und durch Beispiele erldutert worden, insbesondere die Relationen der affinen,
arithmetischen und geometrischen Aquivalenz. Diese Relationen fiihren zu den affinen
Klassen der kristallographischen Gruppen G eines Euklidischen Vektorraumes E so-
wie den arithmetischen und geometrischen Kristallklassen der Paare (I', H). In diesem
Kapitel werden die allgemeinen Ergebnisse iiber diese Klassen vorgestellt und begriin-
det. In Abschnitt C6 geht es um Kennzeichnungen, also alternative Beschreibungen,
der arithmetischen und der geometrischen Kristallklassen und um eine alternative De-
finition der kristallographischen Gruppen. Danach wird in Abschnitt C7 gezeigt, dass
die Zahl der geometrischen Kristallklassen und jene der arithmetischen Kristallklassen
beide endlich sind, und dass dies auch fiir die Anzahl der affinen Aquivalenzklassen
zutrifft In Abschnitt C8 schliesslich wird erklédrt, wie man im Prinzip ein System
von kristallographischen Gruppen finden kann, die alle affinen Aquivalenzklassen von
kristallographischen Gruppen des Euklidischen Raumes vertreten.

C6 Kennzeichnungen

Dieser Abschnitt beginnt mit alternativen Beschreibungen der geometrischen und der
arithmetischen Kristallklassen. Diese Beschreibungen bringen ans Licht, dass die geo-
metrischen Klassen mit linearen Darstellungen von endlichen Gruppen zusammenhén-
gen und dass die arithmetischen Klassen den Konjugationsklassen der endlichen Un-
tergruppen der Matrizengruppe GL(n, Z) entsprechen. Im vierten Teil des Abschnittes
geht es um den ersten Satz von Bieberbach: er zeigt, wie sich die kristallographischen
Gruppen in die Theorie der Lieschen Gruppen einordnen.

* k x

Wie zuvor bezeichnet E einen Euklidischen Vektorraum (V,{(—,—)) der Dimension
n. Wird von R™ als Fuklidischem Vektorraum gesprochen, so ist vorausgesetzt, dass
der Vektorraum mit dem Standard-Skalarprodukt versehen worden ist, es sei denn,
das Gegenteil werde ausdriicklich erwdhnt Die Vektoren der Standard-Basis von R™
werden mit eq, ..., e, bezeichnet.

Ist G eine kristallographische Gruppe von E, so sei G ihre Punktgruppe, T(G) ihr
Translationsnormalteiler und T'(G) das Gitter der Translationsvektoren von T(G).

6.1 Kennzeichnung der arithmetischen Kristallklassen

Die arithmetischen Kristallklassen sind in Nummer 5.2c eingefithrt worden, und zwar
mit dem Ziel, mehrere affine Klassen zu einer neuen Klasse zu vereinen. Der Gewinn
dieser neuen Einteilung besteht unter anderem darin, dass die Menge der arithme-
tischen Klassen eine Beschreibung besitzt, in der die kristallographischen Gruppen
selbst nicht mehr vorkommen.
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6.1a Konstruktion einer Hilfsabbildung

Wie in Nummer 5.2¢ bezeichne P die Menge der Paare (I', H); dabei durchlaufe " die
Menge der Gitter von E und H die Untergruppen der Automorphismengruppe Aut(T")
des Gitters I'. Diese Paare werden zu Klassen zusammengefasst, den arithmetischen
Kristallklassen, und zwar vermoge der Relation der arithmetischen Aquivalenz. In
Definition B5.13 ist diese Relation so festgelegt worden:

DEFINITION C6.1 Zwei Paare (I', H) und (I, H') in P werden arithmetisch dqui-
valent genannt, falls es eine linearen Isomorphismus L: E —~ E gibt, welcher die
Bedingung

I"=LT) wd H =LoHoL™! (C6.1)

erfillt.

Die arithmetischen Klassen konnen mit den Konjugationsklassen der endlichen Un-
tergruppen der Matrizengruppe GL(n,Z) in Verbindung gebracht werden, und zwar
so: Seien I' ein Gitter und H eine Untergruppe von Aut(I'). Nach Definition eines
Gitters gibt es eine geordnete Basis B = (b1,...,b,) des Vektorraumes E, welche
das Gitter I' erzeugt. Zu jeder orthogonalen Abbildung ¢ gibt es dann eine n—reihige
Matrix ¢pg, die ¢ beziiglich der Basis B beschreibt. Diese Matrix ist im allgemeinen
keine orthogonale Matrix, da B keine Orthonormalbasis zu sein braucht. Hingegen
sind ihre Koeflizienten alle ganzzahlig: in der j-ten Spalte von ¢p stehen namlich die
Koeflizienten des Bildvektors ¢(b;) beztiglich der Basis B und dieser Bildvektor liegt
in I, da ¢ ein Automorphismus des Gitters ist.

Betrachten wir noch die Determinante der Matrix ¢p. Da ihre Koeflizienten ganz-
zahlig sind, ist sie eine ganze Zahl. Da aber ¢! ebenfalls in Aut(T") liegt und deshalb
beziiglich der Basis B auch durch eine ganzzahlige Matrix (o~ !)s beschrieben wird,
muss die Determinante det(pp) entweder 1 oder —1 sein; die Rechnung

det(cpgl) -det(¢n) = det(cpgl opp) =det(l,) =1

zeigt ndmlich, dass die Zahl det(pp) in Z ein Inverses hat.
Bis jetzt wissen wir, dass jede geordnete Z—Basis B von I' zu einer Abbildung

kp: H— GL(n,Z), ¢+ pp.

fithrt. Diese Abbildung in injektiv und ein Gruppenhomomorphismus. Das Bild im(xg)
von H ist also eine Untergruppe von GL(n,Z); sie ist endlich, da H als Untergruppe
der Automorphismengruppe Aut(I") endlich ist (Satz B4.7.)

Als nachstes untersuchen wir die Auswirkung eines Basiswechsels. Seien B’ eine
zweite Z-Basis von I und T' die Matrix, welche die Basisvektoren bj, als Linearkom-
binationen der b; ausdriickt; es ist dann

;:thj,k-bj fir 1 <k <n.
Wie zuvor sieht man, dass die Matrix T in GL(n,Z) liegt. Die Matrix ¢pg/ von ¢

beziiglich B’ ist das Produkt T - ¢p - T~1. Variiert man ¢ iiber H, enthélt man die
Untergruppe

im(kp ) ={ToppoT ' |pec H} =Toim(kg) o T .
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Die neue Untergruppe im(xp/) bekommt man also aus der zuvor gefundenen Gruppe
durch Konjugation mit 7'.
Sei schliesslich S eine beliebige Matrix aus GL(n,Z). Die Linearkombinationen

(Zj Sj,lbj, Zj Sj72bj, ce ,Zj Sj,nbj)

bilden dann eine geordnete Z—Basis B” von I'sr, deren Bild die Gruppe Soim(kpg) o
S~1ist. Alles in allem erhalten wir daher das folgende Zwischenergebnis:

HiLrssaTz C6.2 Seien T ein Gitter von B und H eine Untergruppe von Aut(T). Jede
geordnete Z—Basis B von T fiihrt zu einer endlichen Untergruppe Hp = im(kg) von
GL(n, Z); wechselt man die Z—Basis, gelangt man zu einer konjugierten Untergruppe.
Weiter gibt es zu jeder Matriz S € GL(n,Z) eine Z—Basis, welche die konjugierte
Gruppe S - Hp - S~ liefert.

Dieser Hilfssatz erlaubt es, einem Paar (I';, H C Aut(T")) eine wohl-definierte Konju-
gationsklasse zuzuordnen.
Sei nun (I', H) ein zweites Paar, das arithmetisch dquivalent mit dem Paar (I', H)

ist. Nach Definition gibt es einen linearen Isomorphismus L: E 5 E, der T auf r
abbildet und die Beziehung Lo Ho L= = H erfiillt. Sei B = (b1, ..., b,) eine geordnete

Z-Basis des Gitters I'. Das Bild dieser Folge unter L, also B = (L(b1), ..., L(by)), ist
eine Z-Basis von I'. Ich behaupte, die Gruppen Hg = {95 | ¢ € H} und Hg = {5 |
NS fNI} seien gleich. Fiir p € H und ¢ = Lopo L™! € H gilt ndmlich die Rechnung

Zj (V) ;4 L(b;) = B(L(br)) = (Lo wo LTH)(L(bk))
= L(p(b)) = L (ZJ (@B)j,kbk) = Zj (¢5)jxL(br).  (C6.2)

Sie zeigt, dass die Matrix ¢, welche die orthogonale Abbildung ¢ beziiglich der Basis B
darstellt, mit der Matrix, die ¢ beziiglich B beschreibt, tibereinstimmt. Dies impliziert,
dass die beiden Konjugationsklassen

LB Hg ={T-Hg-T~" | T € GL(n,Z)} C P(GL(n,Z)) und M2 Hz
zusammen fallen. ! Arithmetisch dquivalenten Paaren wird also die gleiche Konjuga-

tionsklasse zugeordnet.

6.1b  Formulierung und Beweis der Kennzeichnung

Die bisherigen Uberlegungen rechtfertigen den Grossteil des folgenden Resultates:

HaupTsaTz C6.3 Seien A, die Menge der arithmetischen Kristallklassen des Fukli-
dischen Raumes E™. Dann gibt es eine Abbildung

Knt Ap — {GL("’Z)F ‘ F endliche Untergruppe von GL(n,Z)} . (C6.3)

Sie ordnet der arithmetischen Klasse [(I', H)], die Menge derjenigen Gruppen Hp

zu, die sich ergeben, wenn man die Gruppe H des Vertreters (I, H) beziglich der

samtlichen Z—Basen von I' beschreibt; diese Menge ist eine volle Konjugationsklasse.
Die Abbildung k ist bijektiv.

IMit P(GL(n,Z)) bezeichne ich die Familie der Teilmengen der Menge GL(n,Z).
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Es verbleibt der Nachweis der Bijektivitit der Abbildung . Um die Injektivitéit zu
rechtfertigen betrachten wir zwei Paare (I, H) und (I, H'), die arithmetische Klassen
mit dem gleichen Bild vertreten. Ist B = (by,...,b,) eine Z-Basis von I', so gibt es
folglich eine Z-Basis B’ = (b},...,b]), so dass die Matrizengruppen Hp und Hyp,
konjugiert sind. Ersetzt man die Z—Basis B’ durch eine geeignetere Basis, kann man
erreichen, dass die Matrizengruppen gleich werden. Im Folgenden nehme ich daher
an, es sei Hg = Hp,.

Da B und B’ beide Vektorraum-Basen des Euklidischen Raumes E™ sind, gibt es
eine lineare Abbildung L: E — E, welche die Basisvektoren by, ..., b, der Reihe nach
auf die Basisvektoren b], ..., b/, sendet. Diese Abbildung ist bijektiv und sie bildet
das Gitter ' auf das Gitter IV ab. Seien nun ¢ € H ein Automorphismus des Gitters
I' und v derjenige Automorphismus von IV, der die Bedingung ¢p = 15 erfiillt. Die
Rechnung

(Logo L") (b)) = L(g(b))) = L(Zk (eB)k,jbk) = Zk (V50 )k, by = (b))

zeigt dann, dass die konjugierte Abbildung Lo o L™! gleich ¢ ist und dass Logpo L™!
daher zu H’ gehért. Folglich ist L o H o L~! C H'; vertauscht man die Rollen der
beiden Paare (I', H) und (I, H'), erhélt man analog die Inklusion Lo Ho L=' D H'.
Damit ist nachgewiesen, dass die Paare (I, H) und (I, H') arithmetisch dquivalent
sind.

Nun zur Surjektivitat der Abbildung x. Ist F' C GL(n, Z) eine endliche Untergrup-
pe, so sei K die Gruppe der linearen Isomorphismen, die der Gruppe F' beziiglich der
Standard-Basis von R™ entspricht. Nach Satz C6.4 gibt es ein Skalarprodukt (—, —)
auf V = R", das unter der Gruppe K invariant ist. Dann ist (V, (—, —)k) ein Eukli-
discher Vektorraum, der die gleiche Dimension wie E hat. Also gibt es einen linearen
Isomorphismus L: (V,(—, —)k) — E, der die Beziehung (z,y)x = (L(z), L(y)) er-
fullt. Die Folge B = (b1 = L(e1),...,b, = L(ey)) ist dann eine Z-Basis des Gitters
I'=L(Z")und H = {L™ oo L | ¢ € K} ist eine Untergruppe der Automorphismen-
gruppe des Gitters I', deren zugeordnete Matrizengruppe Hp mit der Ausgangsgruppe
F' iibereinstimmt.

6.1c Konstruktion eines invarianten Skalarproduktes

Das folgende Resultat ist im Beweis der Surjektivitat verwendet worden:

Satz C6.4 Sei K C GL(V) eine endliche Gruppe von Automorphismen eines endlich-
dimensionalen reellen Vektorraumes V. Dann gibt es ein Skalarprodukt (—, =)k auf
V', das unter K invariant ist.

Proof. Da V endlich-dimensional ist, gibt es auf V ein Skalarprodukt, etwa (—, —).
Durch Mittelbildung definiert man die Funktion

(= =)k VXV =R, (uv)k = Z%KW(U),UJ(U)% (C6.4)

Sie ist, wie man leicht nachpriift, bilinear, symmetrisch und positiv-definit, also ein
Skalarprodukt auf V. Nun sei ¢ € K. Die Rechnung

() @)k =Y (), v(p(v) = Z¢6K<(w o p)(u), (¢ 0 9)(v)))

beK

=D (), () = (.0}
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zeigt, dass dieses Skalarprodukt unter ¢ invariant ist. (Beim Ubergang von der ersten
zur zweiten Zeile wurde benutzt, dass in einer Gruppe die Rechtsmultiplikation mit
einem Element eine bijektive Abbildung ist.) O

BEISPIEL C6.5 Seien n = 2 und A = (*11 51 ). Die von A erzeugte Untergruppe K
hat die Ordnung 3, denn

s (-1 -1\ (-1 -1\ [0 1 2 4
=0 )= (0 L) maasn

Sind (e1, e2) die geordnete Standard-Basis von R? und (—, —) das Standard-Sklalarprodukt,
so ist die Matrix M der Zahlen myj = (e, e;) die Einheitsmatrix I5. Ist B eine be-
liebige 2-reihige Matrix, so ist (Bx)! - (By) = ! - (B'B) - y. Die Matrix, die zum
gemittelten Skalarprodukt (, —, —)x mit K = {1,¢4: 2 — Az, p?%} gehort, ist daher

I + At A+ (A% . A?
710+—11.—1—1+0—1.01
S \0 1 -1 0 1 0 1 -1 -1 -1
_(1+241 04141\ (4 2
C\0+141 141+4+2) \2 4)°
Das K—invariante Skalarprodukt ist also gegeben durch

4 2
(ZC,y) — (.’L‘l,.’L'Q) . (2 4) . (z;) = 4.’L'1y1 + 2$1y2 + 2$2y1 + 4562:[/2.

Die Funktion z — |z||% bezeichnet man auch als quadratische Form des Skalar-
Produktes (—, —) k. Sie ist gegeben durch die Formel

4q(x) = 4(23 + 2129 + 73). (C6.5)

Die Gruppe Z? ist ein Gitter I' in der Euklidischen Ebene E? = (R?, (—,)). Wir wollen
seine Minimalmenge und Automorphismengruppe bestimmen.

Die Werte der Form g : z — 1?2 + x122 + 23 sind ganzzahlig und nicht negativ.
Der kleinste angenommene positive Wert ist 1; er ist Wert der Vektoren +e;, £es. Die
Minimalmenge besteht aus allen ganzzahligen Losungen der Gleichung 23 +z129+13 =
1; diese Gleichung kann auch in der Form

(x1 + %@)2 + %x% =1

geschrieben werden. Diese alternative Form zeigt, dass |22 < 1 ist. Fir 2o = 0, ist
x1 = £1; fiir zo = —1, betragt x; entweder 0 oder 1. Folglich ist

M(F) = {iel, i(el — 62), ieg}. (066)

Nun zur Automorphismengruppe von I'. Jeder Automorphismus ¢ induziert ei-
ne Permutation 7, () der Minimalmenge M(T'); da sie die Ebene aufspannt, ist die
Zuordnung 7, : ¢ — n.(¢) injektiv. Die Ordnung von Aut(I") kann daher so gefun-
den werden. Der Automorphismus ¢4: x — A - x hat die Ordnung 3, weshalb —p4
die Ordnung 6 aufweist. Da —A = (1, }) ist, induziert p4 auf M(T) die zyklische
Permutation

e1— e —eg— (e —eg) —ep = —eg — —e1 — —e1 + g > ea — ey,
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Sie impliziert, dass die Automorphismengruppe auf der Minimalmenge transitiv wirkt,
weshalb ihre Ordnung gleich 6 - card (Stauery(e1)) ist. Sei nun p € S = Stpyer)(e1).-
Dann hélt p die Gerade R-e; punktweise fest und bildet die zu e; orthogonale Gerade
auf sich ab. Die zu e; beziiglich (—, —) i orthogonalen Vektoren erfiillen die Bedingung

O=(er,y)k =4-1-y1+2-1-924+2-0-y1 +4-0-y2 = 2(2y1 + y2);

sie sind also Vielfache des Vektors u = e; — 2es. Hélt p den Vektor u fest, ist p die
Identitat; anderenfalls ist p(eq; — 2e2) = —e1 + 2e2. Da p(e1) = e; ist, bedeutet dies,
dass e; — p(e2) = —e1 + 2e2 oder p(es) = e1 — e ist. Man beachte, dass det(p) =
det(§ 1) = —1 ist, weshalb p eine Spiegelung ist.

Die Automorphismengruppe des Gitters Z? in der Euklidischen Ebene (R?, (—, ) k)
hat somit die Ordnung 12; sie besteht aus 6 Rotationen und 6 Spiegelungen.

6.2 Erste Kennzeichnung der geometrischen Kristallklassen

Nach Definition B5.13 (in Nummer 5.2¢) sind zwei Paare (I', H) und (I, H') geome-
trisch dquivalent, falls es eine lineare Bijektion L: E = E gibt, welche die Beziehung

H =LoHoL™! (C6.7)
erfiillt. Diese Definition wirft verschiedene Fragen auf:

o Die Gruppen H und H’ sind Untergruppen der orthogonalen Gruppe O(E),
die Abbildung L aber beriicksichtigt nur die Vektorraumstruktur des Euklidi-
schen Raumes E. Welche zusétzlichen Eigenschaften muss L erfiillen, damit die
konjugierte Gruppe L o H o L™ in O(E) liegt?

o Da H das Gitter I' invariant lasst, gibt es eine geordnete Vektorraumbasis B,
beziiglich der H durch ganzzahlige Matrizen dargestellt wird; ebenso gibt es eine
geordnete Basis B’, beziiglich der H' durch ganzzahlige Matrizen dargestellt
wird. Die Abbildung L ist nur durch die Bedingung (C6.7) eingeschrinkt. Kann
man L durch eine geeignetere Abbildung L ersetzen, welche beziiglich der Basen
B und B’ durch eine ganzzahlige Matrix dargestellt wird?

In diesem Unterabschnitt wird die erste dieser Frage untersucht und beantwortet; die
zweite ist Gegenstand des Unterabschnittes 6.3.

6.2a Konjugation von orthogonalen Untergruppen

Das folgende Resultat beantwortet die erste der Fragen:

Satz C6.6 Seien U und U' Teilmengen der orthogonalen Gruppe O(E) eines FEu-
klidischen Raumes B und L: E == E eine lineare, bijektive Abbildung, welche die
Bedingung Lol o L™ = U’ erfillt. Dann g¢ibt es eine selbst-adjungierte, positive
Abbildung P und eine orthogonale Abbildung ¢ mit den folgenden FEigenschaften:

(i) L=¢poP;
(i) Pow =1oP fir jede Abbildung v € U;
(i) polU o=t =U".
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Proof. Die Abbildung L o o L™! ist nach Voraussetzung fiir jede Abbildung v € U
orthogonal. Aus den Rechenregeln fiir die Inverse, beziehungsweise die Adjungierte,
einer linearen Abbildung folgt daher:

ad

Lo oL ! = ((Loz/;o L_l)_l)ad = (Loz/;‘l o L_l) = (L_l)ad o1 o L2,

Schreibt man diese Beziehung in der Form
(Lo L)otp =1o(L* o L),

erkennt man, dass die selbst-adjungierte positive Abbildung @ = L o L mit jeder
orthogonalen Abbildung v € U kommutiert.

Die Eigenwerte der Abbildung @ sind positive reelle Zahlen \; < Ay < -+ < Mg
und E ist die direkte Summe Ey, ® Ey, @ --- @ E), der entsprechenden Eigenrdume.
Da jede Abbildung ¢ € U mit @ kommutiert, bildet sie jeden Eigenraum E); auf sich
ab: ist namlich v € E);, so zeigt die Rechnung

Q) = Qo) (v) = (Yo RQ)(v) =P(Qv)) = Y(Xj -v) = XAj - ¢(v),

dass auch das Bild ¢(v) in Ey; liegt. Sei nun P die positive Quadratwurzel aus Q;
nach Definition bildet sie die Eigenrdume FE); auf sich ab und induziert auf E); die
Abbildung v — \/E -v. Die Abbildung P ist symmetrisch, positiv-definit, und sie
kommutiert mit jeder Abbildung ¢ € U, befriedigt also Aussage (ii).

Sei nun ¢ = L o P~1. Dann ist ¢ eine bijektive Abbildung, welche Bedingung (i)
und wegen der Eigenschaft (ii) von P auch die Bedingung (iii) erfiillt. Die Rechnung

e dop=(LoP Ho(LoP )= (P 1) (L. L)oP =P loQoP =1,

zeigt schliesslich, dass ¢ orthogonal ist. 0

6.2b  Folgerunyg fiir die geometrische Klassen

Wie schon in Unterabschnitt 6.1 bezeichne P die Menge der Paare (T', H), die aus
einem Gitter I' des Euklidischen Vektorraumes E und einer Untergruppe H der Auto-
morphismengruppe Aut(I") des Gitters I' bestehen. Diese Paare werden zu verschiede-
nen Klassen zusammengefasst. In Unterabschnitt 6.1 ging es um die arithmetischen,
hier nun um die geometrischen Kristallklassen, also die Aquivalenzklassen der Relati-
on der geometrischen Aquivalenz. Das folgende Resultat liefert eine erste, alternative
Beschreibung der Menge G der geometrischen Kristallklassen:

KOROLLAR C6.7 Sei G die Menge der geometrischen Kristallklassen des Fuklidischen

Raumes E. Dann induziert die Zuordnung (T', H) — H eine wohl-definierte, bijektive
Abbildung

u: G — {O(E)H ‘ es gibt ein Gitter T von E mit H C Aut(l")}. (C6.8)

Proof. A priori besteht eine geometrische Kristallklasse aus Untergruppen H der
Automorphismengruppen von Gittern I', die durch Konjugation mit linearen Isomor-
phismen L in einander iiberfithrt werden kénnen. Satz C6.6 garantiert aber, dass zwei
solche Gruppen H und H' dann auch durch eine orthogonale Abbildung konjugiert
sind. Dies beweist, dass die Abbildung p wohl-definiert und bijektiv ist. |
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Obiges Resultat zeigt, dass die Bestimmung der geometrischen Kristallklassen als
Klassifikation der endlichen Untergruppen der O(E) bis auf Konjugation interpretiert
werden kann. Allerdings miissen nicht alle endlichen Untergruppen beriicksichtigt wer-
den, sondern nur jene, welche die so genannte kristallographische Bedingung erfillen,
das heisst nur jene, welche ein Gitter invariant lassen. Das Resultat erkléart auch das
Adjektiv geometrisch: zwei Untergruppen von O(E) sind dann geometrisch gleich,
wenn sie — ausgedriickt in geeigneten Orthonormalbasen — identisch sind.

6.2c  Bemerkungen zu den geometrischen Kristallklassen des R?

Im Falle des 3-dimensionalen Raumes sind die geometrischen Kristallklassen, meis-
tens einfach Kristallklassen genannt, schon in der ersten Héalfte des 19. Jahrhunderts
gefunden worden, unter anderen von J. F. C. HESSEL (1829) und von A. BRAVAIS
(1850). Wie der Name andeutet, ging es darum, die Kristalle nach ihren von aussen
sichtbaren Symmetrien zu Klassen zusammenzufassen.

Makroskopischen Kristalle sind tiblicherweise ziemlich unregelmaéssig. Sie werden
aber durch Flachen begrenzt, die in guter Ndherung eben sind; auch sind die Keil-
winkel zwischen entsprechenden Begrenzungsflachen konstant (Stenosches Gesetz der
Winkelkonstanz). Die erste Eigenschaft erlaubt es, einem Kristall ein System von
Einheitsvektoren des R? zuzuordnen, und zwar wie folgt. Nach Wahl eines Ursprungs
im Innern des Kristalles, gibt jede Seitenfliche Anlass zu einen Normalenvektor der
Linge 1, welcher vom Ursprung auf die Fliche zeigt. Dieses System A7 von Norma-
lenvektoren ist schon etwas regelméssiger als der Kristall selber; typischerweise ist
es aber unvollstéindig, da einige der Fliche ausgebildet sind und in A reprisentiert
werden, andere aber nicht. Fiigt man die ,fehlenden“ Einheitsvektoren dem System
bei, erhdlt man ein symmetrischeres System A. Dank der Konstanz der Winkel, sind
die Symmetriegruppen Sym(A) von Kristallen der offensichtlich gleichen Sorte dann
konjugiert. Dies erlaubt es die Kristalle zu Klassen zusammen zu fassen.

Strebt man eine Ubersicht iiber die Kristallklassen an, sollte man die endlichen
Untergruppen H der Gruppe O(3, R) kennen. Dass es schon in der Frithzeit der Grup-
pentheorie gelang, diese Gruppen zu finden, héngt an mehreren Eigenheiten der Grup-
pe O(3,R). Die Bestimmung der endlichen Untergruppen H von SO(R?) wird erstens
durch den Umstand erleichtert, dass jedes Element ¢ € H ~ {1} eine Drehung um
eine Achse ist. Analysiert man das System der auftretenden Drehachsen, sieht man,
dass nur die folgenden Fille vorkommen kdnnen:

(i) Alle Drehachsen von H ~ {1} stimmen tiberein. Dann ist H zyklisch.

(ii) Es gibt genau 3 Drehachsen; sie sind paarweise orthogonal und H ist isomorph
der Gruppe Z/27 x Z/2Z.

(iii) Es gibt mehr als 3 Drehachsen und auf einer unter ihnen stehen alle anderen
senkrecht. H ist dann eine Diedergruppe der Ordnung 2m mit m > 2.

(iv) Es gibt mehrere 3—zihlige Drehachsen. Dann ist H die Drehgruppe eines regel-
madssigen Tetraeders, eines Wiirfels oder eines regelméssigen Dodekaeders.

Die kristallographische Bedingung hat zur Folge, dass die Ordnung einer Drehung

nur 1, 2, 3, 4 oder 6 sein kann. Durchgeht man obige Liste, sieht man leicht, dass es
genau 11 Kristallklassen in SO(3,R?) gibt.
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6.3 Zweite Kennzeichnung der geometrischen
Kristallklassen

Diese Nummer wird eine Antwort auf die zweite der zu Beginn des Unterabschnittes
6.2 gestellten Fragen geben. Seien (I', H) und (I, H') zwei Paare aus der Menge P.
Sie werden arithmetisch, beziehungsweise geometrisch, dquivalent genannt, falls es
eine lineare Bijektion L: E — E gibt, welche die Bedingungen

I"=LT)und H' = LoHo L™, (C6.9)

beziehungsweise die zweite Bedingung, erfiillt (siehe Definition B5.13). Auf Grund
dieser Definitionen ist klar, dass jede geometrische Kristallklasse eine Vereinigung von
arithmetischen Kristallklassen ist. Theorem C6.3 ordnet jeder arithmetischen Klasse
[(T', H)] eine Konjugationsklasse x([(T', H)]) = GL("%) F einer endlichen Untergruppe
F zu; dabei ist F' eine Gruppe von Matrizen, welche H beziiglich eines Z-Gitters von
I' darstellt.

6.3a Formulierung und Beweis der zweiten Kennzeichnung

Wir suchen nun eine Beschreibung der geometrischen Kristallklassen, die es offen-
sichtlich macht, dass jede geometrische Kristallklasse unter x einer Vereinigung von
Konjugationsklassen (%) F' von endlichen Untergruppen F C GL(n,Z) entspricht.

DEFINITION C6.8 Seien F'und F’ endliche Untergruppen der Matrizengruppe GL(n, Z).
Die Gruppen werden rational dquivalent genannt, falls es eine Matrix S € GL(n, Q)
gibt, welche die Beziehung S - F - S~! = F’ erfiillt.

Die Klassen der Relation der rationalen Aquivalenz werden Q-Klassen genannt.

Das folgende Resultat vergleicht die Menge G der geometrischen Kristallklassen
mit der Menge R der Q-Klassen.

HauprsaTtz C6.9 Seien G, die Menge der geometrischen Kristallklassen des Eukli-
dischen Raumes E™ und R, die Menge der Klassen der Relation der rationalen Aqui-
valenz. Dann induziert die Zuordnung (T, H),B) — Hp eine bijektive Abbildung

Fn: Gn — Ry (C6.10)

Proof. Seien (T', H) und (I, H') zwei Paare aus P; seien B = (b1, ..., b,) eine geordne-
te Z-Basis von I' und B = (b}, ..., b)) eine geordnete Z-Basis von I'. Ist L: E — E
eine lineare Bijektion, so sei T' die Matrix Lg s/, welche L beziiglich der Basen B und
B’ beschreibt; nach Definition ist dann L(b;) = >, tx ;). Sind nun ¢ € Aut(I") und
¥ € Aut(T), so gilt die Beziehung Loyo L™ = 1) zwischen Abbildungen genau dann,
wenn die Beziehung T'- ¢ - T~ = 15 zwischen Matrizen richtig ist. 2 In der Sprache
der Matrizen lautet die Behauptung des Theorems daher so: ist T € GL(n,R) eine
reellwertige Matriz mit T - Hg - T~! = Hp,, so gibt es eine rational-zahlige Matriz
S € GL(n,Q) mit dieser Eigenschaft.

Um die neue Behauptung zu beweisen, ordnen wir jeder Matrix A € Hg die Matrix
f(A) =T-A-T~! zu. Dann haben alle Matrizen A und f(A) ganze, insbesondere also
rationale, Koeflizienten und 7T ist eine reelle Losung des linearen Gleichungssystems

X-A-f(A)-X =0 fiir A€ Hg. (C6.11)

2Der Zusammensetzung von linearen Abbildungen entspricht das Produkt der darstellenden Ma-
trizen.
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Jeder Koeffizient dieses linearen Gleichungssystems ist entweder ein Koeffizient der
Matrix A, ein Koeffizient der Matrix f(A) oder die Differenz eines Koeffizienten von
A und eines Koeffizienten von f(A); alle Koeffizienten des linearen Gleichungssystem
sind also ganzzahlig.

Seien Sg und Sg der Raum der rationalen, beziehungsweise der reellen, Losungen
des linearen Gleichungssystems (C6.11). Dann ist Sg ein endlich-dimensionaler Vek-
torraum iiber Q; er hat also eine Basis (C1,Cs,...,Cy). Jede Losung in Sp ist eine
Linearkombination der C; mit rationalen Koeffizienten, und jede Losung in S ist eine
Linearkombination der C; mit reellen Koeffizienten. Insbesondere kann die Losung 7'
als reelle Linearkombination der C; geschrieben werden, etwa

T=c-Ci+c2-Co+---+c¢c - C,.

Die Matrix T ist eine reguldre Matrix, die Matrizen C; aber sind moglicherweise alle
singulér. Da aber die Funktion g: (21, -+ ,2,) — det (.1‘1 C+-- -—l—xT-CT) stetig und

in (¢1,...,¢.) von 0 verschieden ist, gibt es einen rationalen Punkt ¢ = (¢1,--- ,¢,) €
Q" mit g(q) # 0. Die Matrix S = ¢ - Cy + - - - + ¢, - C, ist dann eine rationale, regulére
Matrix, welche die Bedingung S - Hg - S~ = Hp, erfiillt. 0

6.3b  Arithmetische versus geometrische Aquivalenz

Das folgende einfache Beispiel illustriert die Behauptung von Theorem C6.9 und zeigt,
dass geometrisch dquivalente Paare nicht arithmetisch dquivalent zu sein brauchen.

Sei I' = I” das Standard-Gitter Z? des Euklidischen Raumes R?. Die Gruppe
H C Aut(T") werde erzeugt von den Spiegelungen

pn: T = (21,12)" = (z1, —12)" und py: = (21, 22)" > (=21, 22)".

Dann hat H die Ordnung 4 und besteht aus den Abbildungen 1, py,, p, und pp o p, =
—1. Analog sei H' die Gruppe, welche von der Spiegelung p; an der Diagonalen mit
der Gleichung xo = x1, und der Spiegelung ps an der Diagonalen mit der Gleichung
ro = —x1 erzeugt wird.

Die Gruppen H und H’ werden beide von Spiegelungen an orthogonalen Geraden
erzeugt und sind daher geometrisch gleichwertig; genauer gesagt sind die Paare (I, H)
und (T, H') geometrisch #quivalent. Die orthogonale Abbildung L: E — E, die von

der Matrix
T— V3 1 -1
T2 1 1

induziert wird, bildet ndmlich die Geraden mit dem Gleichungen x5 = 0, beziehungs-
weise z1 = 0, auf die diagonalen Geraden mit den Gleichungen o = —x1 oder x5 = 2
ab, woraus sich die Beziehung

LoHoL '=H' (C6.12)

ergibt. Sie zeigt, dass die beiden Paare (Z?, H) und (Z?, H') geometrisch dquivalent
sind. Die Eintrage der Matrix T sind nicht rational, da \/5 keine rationale Zahl ist.
Die Beziehung C6.12 aber bestehen, wenn 7' durch ein Vielfaches S = A - T mit
A € R~ {0} ersetzt wird; wihlt man A = v/2 erhilt man eine ganzzahlige Matrix S
mit rationalzahliger inverser Matrix.

Uberarbeitung September 2010



C6  Kennzeichnungen 79

Sei B = (e1, e2) die Standard-Basis des Gitters Z2. Die Matrizengruppen Hg und
Hp; werden von den Matrizen

1 0 -1 0 . . 0 1 0 -1
<0 _1) und <O 1), beziehungsweise (1 0) und (_1 0 >,

erzeugt. Diese Darstellungen erlauben es einzusehen, dass die beiden Paare (Z2, H)
und (Z?, H') nicht arithmetisch dquivalent sind. Sei nimlich S eine ganzzahlige Matrix
mit S - Hg - S~!' = Hj. Da beim Konjugieren Matrizen mit negativer Determinante
auf Matrizen mit negativer Determinante abgebildet werden, muss

1 0 1 (0 1 1 0)__(0 1\
S~<O _1>~S e<1 0),alsoS~<0 _1>5<1 0> S

mit € € {1, -1} sein. Ist § = (2Y), so gilt also die Matrizengleichung

(¢ )= (2 )

Sie ist gleichwertig mit den linearen Beziehungen ¢ = ca und d = —eb, weshalb T die
Form

a b . _
S = (sa sb) mit det(S) = —2eab

hat. Die Determinante der ganzzahligen Matrix S ist also eine gerade Zahl, weshalb
S nicht in GL(2,Z) liegt.

BEMERKUNG C6.10 In Beispiel B5.7 des Unterabschnittes 5.1 wurde die Behauptung
aufgestellt, die kristallographischen Gruppen G3 = Z? x Hs und G4 = Z? x H, seien
nicht isomorph; dabei sind H3 und H, andere Namen fir die zuvor betrachteten
Gruppen H und H’'. Wir wissen jetzt, dass die Paare (Z?, H3) und (Z?, H4) nicht
arithmetisch dquivalent sind. Nach Hilfssatz B5.14 sind daher die kristallographischen
Gruppen G und G4 nicht affin dquivalent, weshalb sie nach dem dritten Satz von
Bieberbach (Theorem C7.19) auch nicht isomorph sind.

6.4 Erster Satz von Bieberbach

Die kristallographischen Gruppen eines Euklidischen Vektorraumes E sind nach De-
finition B5.1 genau jene Untergruppen G der Isometriegruppe Iso(E), deren Trans-
lationsnormalteiler T'(G) die Eigenschaft aufweist, dass Vektoren der Translationen
ein Gitter. In diesem Unterabschnitt wird nachgewiesen, dass jede kristallographische
Gruppe eine diskrete Untergruppe der Isometriegruppe Iso(E) ist und dass ihre Wir-
kung auf E einen beschrdankten Fundamentalbereich hat. Weiter wird gezeigt, dass die
genannten beiden Eigenschaften die kristallographischen Gruppen als Untergruppen
der Isometriegruppe charakterisieren. Diese Kennzeichnung der kristallographischen
Gruppen geht auf die Arbeit [Bil0] von L. Bieberbach zuiick und wird als erster
Bieberbachscher Satz bezeichnet.

6.4a Metrisierung der Gruppe Iso(E)

Jede Isometrie ¢ eines Euklidischen Vektorraumes E ist die Zusammensetzung 7, o L
einer orthogonalen Abbildung L: E -~~~ E und einer Translation 7, mit Vektor v. Die
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Zuordnung ¢ +— (v, L) definiert dann eine (wohl-definierte) Bijektion
?: Iso(E) — E x O(E) (C6.13)

(siehe Nummer 3.2b); sie wird zu einem Isomorphismus von Gruppen, wenn man das
Produkt E x O(E) mit dem kanonischen semi-direkten Produkt versieht (siche Formel
(B3.11)). Unser erstes Ziel ist es, das Produkt E x O(E) mit einer invarianten Metrik
zu versehen, welche die Euklidische Metrik auf der Teilmenge E x {1} fortsetzt. Dazu
fassen wir die Gruppe O(E) als Teilmenge der Algebra End(E) = L(E, E) der linearen
Selbstabbildungen von E auf, und versehen diese mit der so genannten Operatornorm

1Al = sup{|| Azl2 | = € S(E)}; (C6.14)

dabei bezeichnet S(E) die Einheitssphire des Raumes E. Da die Einheitssphire —
eine abgeschlossene und beschriankte Teilmenge des endlich-dimensionalen Raumes E
— kompakt ist, wird das Supremum angenommen.

Die Operatornorm hat niitzliche Eigenschaften, insbesondere die folgenden:

HiLrssaTz C6.11 Fur alle linearen Abbildungen A und B sowie alle orthogonalen
Abbildungen L, L' von E gelten die Aussagen (i) bis (iii):
(i) Ao Bl <Al - Bl
(i) ||[Lo Ao L'| = || All;
(iii) die Menge E4 = {x € E | ||Az|| = ||A||-||z||} ist ein Unterraum von E, der unter

allen orthogonalen Abbildungen, welche mit A kommutieren, invariant ist.

Proof. Behauptung (i) ergibt sich aus der Rechnung
(Ao B) (@) = [[AB@)|| < Al - 1B)| < Al - 1B - [|l]]-

Wendet man diese Rechnung auf das dreifache Produkt A’ = L o A o L’ an und
beriicksichtigt, dass L und L’ die Norm 1 haben, kommt man zur Ungleichung || A’|| <
|All. Da auch L= und (L’)~! orthogonal sind und A = L= o A’ o (L')7! ist, gilt
auch die Ungleichung || A| < ||A]].

(ili) Zunéchst enthalt die Menge E 4 den Nullvektor und sie ist unter Multiplikation
mit Skalaren abgeschlossen. Mit Hilfe der Parallelogrammregel ||u + v||? + ||u —v[|? =
2 (|lul|? + ||v]|?) sieht man andererseits, dass die Rechnung

LA - (2l + 2lly1?)

=2(|All - llz1)* + 2 (1Al - Iyll)?

=2 ([[Az|* + | Ay[l*) = | Az + Ay||* + || Az — Ay]*

< AP - llz + yl® + LA - flz = ylI* = 1A - 2]l + 2]1y]*)

fiir jedes Paar x, y von Elementen aus E 4 richtig ist. Die einzige Ungleichung in dieser
Kette von Beziehungen muss die Gleichheit sein; da aber die Ungleichungen

[AG@ +y)l < [JA[l - (lz+yll und  [[A(z =)l < [|A]- (lz -yl
beide gelten, miissen auch beide Gleichungen

[A(z + o)l = [|All - (lz + yll und  [|A(z —y)|| = [|A]l - (= = yll
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erfiillt sein. Insgesamt haben wir gezeigt, dass E4 ein Unterraum von E ist.
Seien nun L eine orthogonale Abbildung, die mit A kommutiert, und z € E4. Wie
die Rechnung

(Ao L)(@)[| = [(L(A@)]| = [[Az| = [A]l - lz]| = [ All - | L()]

klar macht, liegt dann auch L(z) im Unterraum Ej4. O

BEMERKUNGEN C6.12 1) Aussage (iii) des Hilfssatzes besagt, dass A auf dem Un-
terraum E4 # {0} eine Ahnlichkeitsabbildung mit Vergrésserungsfaktor || A|| ist.

2) In der néchsten Nummer wird der Hilfssatz auf die Differenz A = L — 1 einer
orthogonalen Abbildung L und der Identitat angewandt. Die Norm §(L) = ||L— 1] ist
dann gerade der Abstand der Abbildung L vom neutralen Element der orthogonalen
Gruppe O(E).

Die Euklidische Norm || — ||z auf E und die Operatornorm auf L(E,E) erlauben
es, auf dem Quadrat der Menge E x O(E) eine Funktion d festzulegen, namlich

d((v, L), (w, L2)) = ||v = w]l2 + [ L1 = Lo|| = [lv — wll2 + 6(Ly" o Ly).  (C6.15)
Diese Funktion d ist eine Metrik; sie setzt die Metrik auf E x {1} fort. Die Rechnung

d((u, L) (v,Ly),(u, L) - (w, Lg))
=d((u+ L(v),lo Ly), (u+ L(w),l o Ly))
= |[(u+ L(v)) = (u+ L(w))||2+6 (Lo L1)"" o (Lo Ly))
~ IL() = L(w)) |2 + 8 (LT 0 L™ o Lo Ly)
= o= wlle +8 (L7 o Lo)
=d((v,L), (w, L))
lehrt dann, dass d invariant unter der Wirkung der Gruppe E x O(E) ist.
Die Metrik d induziert eine Metrik auf der Untergruppe {0} x O(E). Diese stimmt
aber nicht mit jener iiberein, welche die Frobeniussche Norm || — || auf L(E, E) indu-

ziert. 2 In den Betrachtungen der folgenden Nummer spielt dieser Umstand aber keine
Rolle, da die beiden Normen dquivalent sind; es gelten ndamlich die Abschétzungen

IA] < [ Allr < V- [IA] (C6.16)
fiir jeden linearen Endomorphismus A des n—dimensionalen Euklidischen Raumes E.

6.4b  Beweis des ersten Satzes von Bieberbach

Der Beweis, der in dieser Nummer gegeben wird, ist im wesentlichen der Beweis von
P. Buser, den er 1985 in [Bu85] verdffentlicht hat. Er besteht aus zwei Teilen: in Satz

3Die Frobeniussche Norm der Abbildung A ist die Zahl (A42d o A). Berechnet man diese Spur mit
Hilfe einer Orthonormalbasis B = (b1, ..., bn), erhdlt man

D o A AR =Y 1467 =D af .

In dieser Rechnung werden die Koeffizienten (by,, A(b;)) der Abbildung A mit ay, ; bezeichnet.
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C6.18 wird zuerst nachgewiesen, dass es in jeder Untergruppe G von Iso(E), die einen
beschrinkten Fundamentalbereich besitzt, Isometrien

To, © L1, Ty,0La,..., Ty, oLy,

gibt, welche so beschaffen sind, dass die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéngig sind
und die orthogonalen Abbildungen L; die Bedingung §(L;) < % erfiillen.

In einem zweiten Teil wird dann mit einem raffinierten Argument nachgewiesen,
dass jede Isometrie 7 o L einer Untergruppe G C Iso(E) eine Translation sein muss,
falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) G ist diskret und besitzt einen beschrankten Fundamentalbereich;

(i) 6(L) <

N[

Als Vorbereitung auf die Beweise prézisiere ich die beiden Begriffe diskrete Unter-
gruppe und beschrdinkter Fundamentalbereich.

DEFINITION C6.13 Eine Untergruppe G der Isometriegruppe E x OE wird diskret
mit minimalem Abstand p > 0 genannt, falls das neutrale Element (0, 1) das einzige
Element ¢ € G ist, das die Ungleichung d(y, (0,1)) < p erfiillt.

Da die Metrik d links-invariant ist, hat die so definierte diskrete Untergruppe G
dann auch die Eigenschaft, dass der Abstand zweier verschiedener Elemente vonG
mindestens p betrigt. Wichtig fiir die weiteren Uberlegungen ist nun die folgende
Endlichkeitseigenschaft:

HivLrssaTz C6.14 Ist G eine diskrete Untergruppe von E x OE, so enthdlt jeder be-
schrankte Teilmenge von G nur endlich viele Elemente.

Proof. Die Normabschétzungen (C6.16) implizieren, dass jede Teilmenge der Gruppe
E x O(E), welch beziiglich der Metrik d beschrankt ist, es auch bezglich des Abstands

dr((v, L1), (w, L2)) = [[v —wl]2 + || L1 — La||F

ist und dass eine Teilmenge G, die beziiglich d diskret ist, auch beziiglich dr diese
Eigenschaft hat. Die Behauptung folgt dann aus dem bekannten Resultat, wonach
eine diskrete und beschrénkte Teilmenge von R™ endlich ist. 0

Nun zum Begriff der Untergruppe G mit beschrinktem Fundamentalbereich. Wir
brauchen nur die folgende, sehr schwache Fassung:

DEFINITION C6.15 Eine Untergruppe G von E x O E besitzt einen beschrankten Fun-
damentalbereich, falls eine beschrinkte Teilmenge F' von E gibt, so dass die mit den
Isometrien ¢ der Gruppe G verschobenen Kopien ¢(F) von F' den ganzen Raum E
iiberdecken.

Da jede beschrénkte Teilmenge in einem abgeschlossener Ball B, vom Radius p > 0

enthalten ist, und diese Béalle unter orthogonalen Abbildungen invariant sind, lasst
sich die Existenz eines beschriankten Fundamentalbereiches so kennzeichnen:
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HiLrssaTz C6.16 FEine Untergruppe von ExOE ist genau dann diskret, falls es einen
Radius p gibt, welcher die Implikation

fir jeden Punkt x € E gibt es (v,L) € G so, dass ||z —v| < p. (C6.17)
richtig macht.

Noch eine letzte Vorbemerkung: der erste Bieberbachsche Satz behauptet, jede dis-
krete Untergruppe von E x O(E), mit einen beschrankten Fundamentalbereich sei eine
kristallographische Gruppe. Es gilt auch die Umkehrung; sie ist aber viel einfacher
zu begriinden: ist G C E x O(E) eine kristallographische Gruppe, so hat der Trans-
lationsnormalteiler I'(G) x {1} endlichen Index card(Gp) in G, weshalb mit I' x {1}
auch G eine diskrete Untergruppe ist; ferner gibt jede Z-Basis von I'(G) Anlass zu
einem Parallelepiped {x1 - b1 + -+ + 2z, - by, | 0 < z; < 1}, das ein beschriankter
Fundamentalbereich der Wirkung von I' x {1} auf E ist.

Nach diesen Vorbemerkungen kommen wir zum eigentlichen Beweis. Sein erster
Teil stiitzt sich auf den

HivLrssaTz C6.17 Sei G eine Untergruppe von E x OE mit beschrinktem Fundamen-
talbereich. Dann gibt es zu jedem Finheitsvektor u und jeder positiven Fehlerschranke
e eine Isometrie (v, L) € G mit den folgenden Eigenschaften:

v #0, Hu—

vl

<2 und O0(L)<e. (C6.18)
2

Proof. Sei p ein Radius, der so gross ist, dass die Implikation (C6.17) fiir die Gruppe
G richtig wird. Auf Grund dieser Implikation gibt es dann fiir jede natiirlich Zahl
kE > 1 eine Isometrie (vy, Ly) € G, welche die Bedingung ||k - v — vg|| < p erfiillt.
Da die Menge O(E) in der Frobenius-Norm kompakt ist, gibt es weiter eine streng
monoton wachsende Funktion p: N — N, derart dass die Teilfolge j — L, ;) gegen
eine orthogonale Abbildung L konvergiert. Insbesondere gibt es also einen Index j,
so dass die Ungleichung

5 (L;éb) o Lu(j)) = || L) = Luip|| < €
fiir jeden Index j > jg richtig ist. Zur Vereinfachung der Schreibweise setze man nun
aj = VuG)s O=VuGo)y Ly = Luge) und Lo = Ly(o).-
Die Isometrie
wj=(b,Lo)~" - (a5, L;) = (*Lo_l(b)vLch) (aj, L) = (Lg ' (aj —b), Lyt o Ly)

liegt dann in G und es ist 6(Ly "' o L;) < ¢ fiir jeden Index j > jo. Fiir diese Indizes
j hat die Isometrie ¢; also dle dritte der Eigenschaften (C6.18). Fiir grosse j erfiillt

aber auch der Vektor v; = L (Ha‘ bl\) die ersten zwei dieser Eigenschaften.

Diese Behauptung lasst s1ch so begriinden: die Vektoren a; und b haben die Form
aj =p(j) u+trj, b=p(o) uts

mit ||r;|| < p und ||s|] < p. Setzt man zur Vereinfachung der Schreibweise m; =
u(j) — #jo), so gilt daber

m—2p< fla; —bll = llm-u-tr; —s| <m+2
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fiir j > jo. Man wéhle nun j > jg so gross, dass m — 2p positiv wird. Der Abstand

~1( a , .
von vj = L; (”aJ b”) zu v kann dann dann so umgeformt werden: zunéchst ist

o= 27 (e < o - 27l 27 (o= szt < e - moisial

Der zweite Summand wird nun weiter abgeschétzt:

a;j—b w— a;j—b  a;—b
T Tagol || S mj lla; =0l
miutr;—s u+T] S
sH - +\m, | llas — b1

m;+2
= mJ i myj- (2p72p) (mJ + 2p) 2/; ’ (1 + m;t?ﬁ) :

Durch geeignete Wahl von j kann die erzielte obere Schranke des zweiten Summanden

daher kleiner als € gemacht werden. O
Nun zum Hauptergebnis des ersten Teils:

SaTz C6.18 Jede Untergruppe G von E x O(E), die einen beschrianktem Fundamen-

talbereich hat, enthdlt Isometrien 1 = Ty, © L1, ..., Yn = Ty, © Ln, welche die
Bedingungen

(i) die Folge (v1,...,vy,) ist linear unabhingig;

(it) die Ungleichung 6(L;) < % trifft fir jeden Index j zu.

erfillen,
Proof. Sei (uy,...,u,) eine Basis von E, die aus Einheitsvektoren besteht. Dann gibt
es eine Fehlerschranke ¢, so dass fiir jede Folge von Stérungsvektoren sq, ..., s,, deren

Léangen durch 2¢ beschriankt wird, die Folge der gestorten Vektoren (uq + 1, ..., un +
sp) linear unabhéngig bleibt. Fiir diese Fehlerschranke ¢ und jeden der Vektoren u;
liefert Hilfssatz C6.17 dann einen Isometrie ¢; = (vj, L;) E G, welche die Bedingungen
(C6.18) befriedigt. Da man annehmen kann, dass ¢ < = 1st, erfiillen die Isometrien
©1, .-, Y, die Behauptung des Satzes. 0

Sei nun G eine Untergruppe von E x O(E), die einen beschrankten Fundamentalbe-
reich besitzt und tberdies diskret ist. Dann kann man mit Satz C6.18 Vektoren v,

, U, finden, die linear unabhéngig und die ersten Komponenten von Isometrien ¢;
sind, deren zweite Komponenten L; sich von der Identitdt nur sehr wenig unterschei-
den. Satz C6.19 zeigt dann, dass die zweiten Komponenten L; gleich 1 sein miissen.
Somit enthélt der Translationsnormalteiler I'(G) x 1 von G eine Basis des Vektorrau-
mes [E. Da dieser Normalteiler — eine Untergruppe der diskreten Gruppe G — diskret
ist, garantiert Theorem B4.4 schliesslich, dass I'(G) ein Gitter und G folglich eine
kristallographische Gruppe von E ist.

Es verbleibt und der Beweis der folgenden Behauptung:

SaTz C6.19 Fliir jede diskrete Untergruppe G von B x O(E), welche einen beschrink-
ten Fundamentalbereich besitzt, gilt die Implikation

(v,L)eGund§(L)<+ = L=1 (C6.19)
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Proof. Wir werden zeigen, dass jede Verletzung der Implikation (C6.19) zu einem
Widerspruch fiihrt. Sei ndmlich (vo, L) € G eine Isometrie mit 6(Lo) < 3 und L # 1.
Setze p = ||ug|| + max{d(L) | L € O(E)} = |jvo|| + 2 und betrachte die Menge

& ={(v, L) € G [ [Jo]| < [voll}-

Diese Menge ist im Ball B,((0,1)) enthalten und auf Grund der Diskretheit der
Gruppe G daher endlich. Unter den Isometrien (v, L) von G, welche die Bedingungen

§(L) < 3 und L # 1 erfiillen, gibt es deshalb eine deren Vektor a minimale Linge

hat. Ist (a, A) diese Isometrie, so bildet die orthogonale Abbildung A den Unterraum
Ey={zecE|[|(A-1)(x)]l =5(A) - =[]}

nach Punkt (ii) des Hilfssatzes C6.11 auf sich ab und folglich auch das orthogonale
Komplement £, von Ej. Sei 6, (A) < §(A) die Norm der Einschrankung von A—1 auf
E .. * Wendet man Hilfssatz C6.18 auf einen Einheitsvektor v € E| und e = £ (6(A4) —
§1(A)) an, kommt man zu einer Isometrie (v1,L1) € G, welche die Bedingungen

u A0, [u—pipl <26 a0 e = L(5(4) - d1(4)

erfiillt. Schreibt man v als Summe v +v, € Fj € E = E| & E|, erkennt man, dass
vl < $llvl sein muss; Das Paar gehért also zur Menge

& ={(,L)eGlv#0, Jorl <lvll, vl <lwll, (L)< §(3(A) —d.(A))}

Da diese Menge ebenfalls endlich ist, enthélt sie ein Element (b, B), dessen Vektor b
minimale Lange hat. Da §(B)kleiner als % ist, impliziert die Minimaleigenschaft von
a dann, dass ||a]| < ||b||, es sei denn B = 1.

Wir vergleichen nun diese Isometrie (b, B) mit dem Kommutator

(b, B=(a,A), (b,B)] = (a,A) - (b,B) - (a, A)~* - (b, B)~".
Er gehért zu G und hat die Komponenten
b= (A—1)(b)+ (1 —[A B])(b) + (Ao (1 — B)o A1) (a)
sowie B = [A, B]. Der Abstand 6(B) kann mit Hilfe der Formel
[A,B]-1=((A-1)o(B-—1)—(B-—1)o(A—1))o A" o B™!
abgeschéitzt werden:
§(B) < [I(A=1)o(B=1)[| +[|(B—1)o(A-1)|| <26(A)n-8(B) < d/B).
Der Vektor b ist die Summe von (A — 1)(b) = (A — 1)(by) + (A —1)(by) und
r=(1-[A,B])®b)+ (Ao (1—B)oA ) (a).
Falls B # 1 ist, gilt die Ungleichung ||a| < ||b]|, was die Abschiitzung

7| = 8(B) - [Bl] + 6(B)all = 26(B) - [[b]| < 25(B) - V2 - [Ib]] < 3 (5(A) — 6..(A))llby

4Falls Fo nur aus dem Nullvektor besteht, setzt man 6, (A) = 0.
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erlaubt. Das Ergebnis der Abschétzung bleibt auch im Ausnahmefall B = 1 richtig,
da r dann der Nullvektor ist. Die Abschitzung impliziert nun, dass auch die Isometrie
(b, B) in G liegt, aber b < ||b]| erfiillt, was der Minimalitdt von b widerspricht. Hier
sind die Details: zuerst gilt:
1Byl = 1(A = 1)) — [Iry |

> 6(A) - 1Bl = 3 (8(A) = a1.(A)) Iy

= 5(6(A) +6.(A)) - [Ibll = 6.(A) + 5 (6(A) —5.(4)) - 18]

2 [(A=D)@L)I + Il = lloLll
Dies zeigt auch, dass [|b] > Hl;” || positiv ist. Weiter ist

Bl < 114 = D)L+ 17l = 5(4) - bl + £ (5(4) - 62.(4)) - o]
= 36(4) - bl < § - o]

6.4c  Bemerkung zur Strategie des Beweises

Seien I ein Gitter des Euklidischen Vektorraumes E und G das semi- direkte Produkt
I' x Aut(T"). Es ist G eine diskrete Untergruppe der Isometriegruppe E x O(T"), die
einen beschrénkten Fundamentalbereich besitzt; geméss Satz C6.19 erfiillt daher jede
Isometrie (v, L) € G die Bedingung

L=1 oder §(L)=|L—-1]>1. (C6.20)

In der vorliegenden Situation bildet L ein Gitter auf sich ab; dies erlaubt es, obige
Bedingung konkreter zu beschreiben und sie zu verschérfen:

SATZ C6.20 Sei L # 1 eine lineare Abbildung, die ein Gitter invariant ldsst, und sei
m die Ordnung von L € O(E). Dann besitzt die Operatornorm §(L) = ||L — 1| die
folgenden unteren Schranken

=2, falls det(L) = —1;
(L) >+/2, falls det(L) =1, aber m # 6, (C6.21)
>1, falls det(L) =1 und m = 6.

Proof. Die Abbildung L ist orthogonal. Falls sie die Orientierung von E nicht erhalt,
ist —1 daher einer ihrer Eigenwerte und die Entfernung §(L) betrdgt |(—1) — 1] = 2.
Andernfalls ist L eine orthogonale Summe von Drehungen L; # 1 in Ebenen Ey, ...,
Ey und der Identitat auf einem Unterraum F', der orthogonal zu den Ebenen E; liegt
Beziiglich einer orthogonalen Basis B; = (bgj_1,b2;) der Ebene E; wird die Drehung
L; durch eine Matrix der Form

s, =Gy ) = (0 )
beschrieben. Ist © = x; - baj—1 + @2 - byj, so ergibt sich das Quadrat der Norm von
(L —1)(z) zu
(21 (c=1) —x2-8)* + (21 s+ 22- (¢ = 1))* = ((c = 1) + %) - (2} + 23)
= (¢ 4+ = 2c+1) - [|lz]|* = 2 (1 — cos(t;))) - [|z]]*.
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Die Operatornorm von L — 1 ist daher gleich

6(L) = V2 - max{y/1 — cos(t1),...,\/1 — cos(ty)}. (C6.22)

Die untere Schranke (C6.21) des Abstands 6(L) ergibt sich aus dieser Formel durch
Betrachtung der Minimalpolynome der komplexen Eigenwerte der Abbildung L.
Die komplexen Eigenwerte der orthogonalen Abbildung L sind die Zahlen

exp(ity), exp(—it1),...,exp(ity), exp(—ity)

und moglicherweise 1. Jeder Eigenwert ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms
Xz(X) von L; da L ein Gitter invariant lasst, sind die Koeffizienten dieses Polynoms
ganzzahlig. Sei nun (; einer der komplexen Eigenwerte ungleich 1 und sei m; die
Ordnung der Drehung L;. Das normierte Minimalpolynom von (; im Polynomring
Z[)] ist das mj—te Kreisteilungspolynom ®,,,;. Da ®,,,; das charakteristische Polynom
teilt, sind alle Nullstellen von ®,,_; Eigenwerte der orthogonalen Abbildung. Die
Nullstellen von @,,,; sind nun aber gerade die primitiven m;—ten Einheitswurzeln, 5
das heisst die komplexen Zahlen der Form

exp (i - k- (2n/m;)) mit GGT(k,m,;) = 1.

Falls m; weder 2 noch 6 ist, garantiert Hilfssatz C6.21 unten, dass es eine primi-
tive mj—te Einheitswurzel mit 7/2 < k/m; < 3n/2 gibt; der Cosinus der Win-
kels tj(;) der entsprechenden Drehung Lj ;) ist dann 0 oder negativ, der Abstand
/2 (1 — cos(tg(j))) daher mindestens V2. Ist die Ordnung m; = 6, so betriigt der
Abstand nur /2 - (1 — cos(w/3)) = 1, ist hingegen m; = 2, so betriigt er sogar 2.
Die Ordnung m der Abbildung L ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der
Ordnungen m,;. Falls alle m; = 6 sind, ist m = 6 und der Abstand §(L) betrdgt 1; in
allen anderen Fillen ist ein m; # 6 und §(L) ist mindestens /2. O

HiLrssatz C6.21 Sei m > eine Zahl m € N\ {2,6}. Dann gibt es eine natiirliche
Zahl k, die zu m relativ prim ist und die Bedingung im <k< %m erfullt.

Proof. Wir nehmen erst an, m sei gerade. Falls 4 die Zahl m teilt, setze man k = %+ 1,
andernfalls sei k = % + 2. In beiden Fallen sind k£ und m teilerfremd; im ersten Fall
ist ndmlich jeder Primteiler von m auch ein Primteiler von %m, folglich keiner von
k = %m + 1; im zweiten Fall ist jeder Primteiler von m entweder ein Teiler des
ersten oder des zweiten Summanden von k, aber nicht von beiden. Die Zahl k ist
offensichtlich grosser als %m; falls sie von 4 geteilt wird, sind m > 4 und daher
k= %m +1< %m + im, andernfalls sind m > 10 und k = %m +2< %m.

Ist m ungerade, so unterscheiden wir wieder zwei Félle: falls es eine Primzahl p
gibt, deren Quadrat m teilt, so setze man k = % - — 1. Dann sind k£ und m
teilerfremd und % < k = F + ;”—p — 1< 3 + 4. Im anderen Fall ist m ein Produkt

von [ paarweise verschiedenen Primzahlen. Ist f = 1, so ist k = mTfl relativ fremd

zum =pund F < T+ (% — %) = k < 7. Ist hingegen f > 1, so sei p der kleinste
Primteiler von m. Setzt man k = p2;1 : %, so gelten wiederum die Abschétzungen
neny(n-g)-k<2 O

5Siehe zum Beispiel [Ku91], p.180, Satz 13.7.
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C7 Endlichkeitkeitssdtze

In diesem Abschnitt wird der zweite Satz von Bieberbach (1910) bewiesen. Er behaup-
tet, fiir jeden Euklidischen Vektorraum E gebe es nur endlich viele affine Aquivalenz-
klassen Kristallographischer Gruppen.

Wenn man ein vollstdndiges Vertretersystem dieser affinen Klassen konstruieren
will, braucht man detaillierte Informationen. In Unterabschnitt 7.1 wird gezeigt, dass
die Ordnungen der endlichen Untergruppen der orthogonalen Gruppe O(E) uniform
beschrankt sind. Mit Hilfe der Darstellungstheorie endlicher Gruppen wird daraus
gefolgert, dass die Menge der geometrischen Kristallklassen endlich ist. Im Unterab-
schnitt 7.2 wird mit einem ganz anderen, geometrischen Argument nachgewiesen, dass
die Anzahl der arithmetischen Klassen endlich ist. Daraus ergibt sich dann leicht, dass
auch die Menge der affinen Aquivalenzklassen endlich ist (siehe Unterabschnitt 7.3).

* K x

Wie zuvor bezeichnet E einen Euklidischen Vektorraum (V,{—,—)) der Dimension
n. Wird von R™ als Fuklidischem Vektorraum gesprochen, so ist vorausgesetzt, dass
der Vektorraum mit dem Standard-Skalarprodukt versehen worden ist. Die Vektoren
der Standard-Basis von R™ werden mit ey, ..., e, bezeichnet.

Ist G eine kristallographische Gruppe von E, so sei G ihre Punktgruppe, T(G) ihr
Translationsnormalteiler und T'(G) das Gitter der Translationsvektoren von T(G).

7.1 Endlichkeit der Menge der geometrischen Kristallklassen

Die Endlichkeit der Menge der geometrischen Kristallklassen wird in zwei Schritten
nachgewiesen. Zunéchst wird gezeigt, dass es — bis auf Isomorphie — nur endlich viele
Untergruppen der orthogonalen Gruppe O(E) gibt, die ein Gitter auf sich abbilden.
Im zweiten Schritt beniitzt man die Darstellungstheorie der endlichen Gruppen. Diese
Theorie garantiert, dass eine gegebene endliche Untergruppe H nur auf endlich viele
verschiedene Arten als Untergruppe der O(E) dargestellt werden kann.

7.1a  Uniforme Schranken der Ordnungen von Punktgruppen

Nach Satz B4.7 in Nummer 4.1b ist die Automorphismengruppe jedes Gitters endlich.
In der abschliessenden Bemerkung B4.8 von Nummer 4.1b wurde darauf hingewiesen,
dass die Ordnungen der Automorphismengruppen aller Gitter eines festen Euklidi-
schen Raumes uniform beschrankt sind. Die Existenz einer solchen Schranke ergibt
sich aus einem verbliiffenden Resultat von Hermann MINKOWSKI (1864-1909) (siehe
die Arbeiten [Mi87a] und [Mi87b]):

Hauptsatz C7.1 Seien £ > 2, n > 2 und ng: GL(n,Z) — GL(n,Zs) der Gruppen-
homomorphismus, der durch den kanonischen Ringhomomorphismus can: Z, — Zy in-
duziert wird. Ist F' eine endliche Untergruppe von GL(n,7Z), so ist die Einschrinkung
von ng auf F injektiv, es sei denn £ sei gleich 2. Im Ausnahmefall ist der Durchschnitt
F nker(ne) eine elementar-abelsche 2-Gruppe, deren Ordnung 2™ teilt.

Proof. Sei zunéachst A € GL(n,Z) ~ {I,,} eine Matrix, deren Ordnung eine Primzahl
q ist und die im Kern von 7, liegt. Wir wollen zeigen, dass dann ¢ und ¢ beide
gleich 2 sein miissen. Sei p eine Primzahl, die ¢ teilt. Da A € ker(n,) liegt, sind die
Koeffizienten von A — I,, Vielfache der ganzen Zahl ¢, also auch von p; sei m > 1 der
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grosste Exponent, fiir den es eine ganzzahlige Matrix R gibt, welche die Bedingung
A =1, +p™- R erfiillt. Nach Annahme ist A? = [,,; andererseits ist

A= (I, +p™ R)" =L, +q-p" R+ ()p*™ - B + -+ ()p™ - R%.
Lost man die Beziehung I,, = A? = (I,, + p™ - R)? nach ¢ - p™ - R auf, erhilt man
—q-p™ R=p* . M mit M = (g)R2 + (g)me?’ 4ot (Z)p(q—2)m ‘RY. (CT.1)

Auf Grund der Maximaleigenschaft von m gibt es einen Koeffizienten der Matrix R,
etwa R; j, der kein Vielfaches der Primzahl p, insbesondere also von 0 verschieden ist.
Die vorangehende Beziehung zwischen Matrizen impliziert dann die skalare Gleichung

—q-p™ Ri; =p*™ - M, ;

sie kann nur gelten, falls ¢ = p und m = 1 ist. Die Gleichung (C7.1) vereinfacht sich
daher zu
_ 2 3 -2
—R=(5)R*+ §)pR*+ -+ (g)p(p ). RP.

Ist p > 3, so ist der Binomialkoeffizient (’2’) = p-(p—1)/2 ein Vielfaches von p, weshalb
alle Koeflizienten der rechten Seite Vielfache von p sind. Da —R; ; kein Vielfaches von
p ist, kann dieser Fall nicht eintreten. Die Primzahl p = ¢ ist also gleich 2.

Seien nun k£ > 2 und A € GL(n,Z) eine Losung der Gleichung Xk =1, Ist £ >3,
so gibt es eine ungerade Primzahl, die ¢ teilt, oder £ ist eine Potenz von 2 und daher
ein Vielfaches von 4. Die vorangehende Rechnung zeigt, dass A = [,, sein muss, falls
k eine Primzahl ist. Da k aber in jedem Fall ein Produkt von Primzahlen ist, etwa
k= pi--prn_1pn, und A* in der Form (AP 'Ph-1)Pr geschrieben werden kann, ergibt
sich daraus mit Induktion iiber h, dass fiir beliebiges k > 2 die Matrix A gleich I,
sein muss.

Sei nun F' eine endliche Untergruppe von GL(n,Z). Falls ¢ > 3 ist, so zeigen die
vorangehenden Uberlegungen, dass der Durchschnitt F N ker(n,) nur aus der Matrix
I, besteht, die Einschriankung von 7, auf F also injektiv ist. Ist hingegen ¢ = 2, so
zeigen sie, dass jede Matrix im F'Nker(ny) die Ordnung 1 oder 2. Da der Durchschnitt
F nker(ne) eine Untergruppe ist, so lehrt die Rechnung

A-B=(A-B)'=B"1'-A"1'=B-4,

dass der Durchschnitt kommutativ sein muss. Nun gilt ganz allgemein, dass eine end-
liche kommutative Gruppe, deren Elemente Ordnung 2 oder 1 haben, isomorph einer
Gruppe der Form {#+1} x {£1}---{&1} = {&£1}" ist und daher eine Zweierpotenz
als Ordnung hat. 8 Aus einer Betrachtung iiber Eigenwerte folgt schliesslich, dass der
Exponent h hochstens gleich der Dimension n ist. 0

KOROLLAR C7.2 Sei p eine ungerade Primzahl. Jede endliche Untergruppe F wvon
GL(n,Z) ist isomorph einer Untergruppe der Matrizengruppe GL(n,Z,), welche die
Ordnung

g(n,p) = p(g) p=1- =1 (" 1) (C7.2)

hat. Die Ordnung der Gruppe F teilt daher die Zahl g(n,p) fir jede Primzahl p > 3,
also auch deren gréssten gemeinsamen Teiler.

6Zum Beweis kann man den Struktursatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen verwenden oder
die Bemerkung, dass eine solche Gruppe als Vektorraum tber den Kérper Fo = Zg aufgefasst werden
kann, deshalb eine Basis besitzt und zu einem Vektorraum der Form Fg isomorph ist.

Uberarbeitung September 2010



94 Kapitel C : Allgemeine Resultate

Proof. Wir betrachten die zusammensetzte Abbildung
Npo —: F — GL(n,Z) — GL(n,Z,).

Sie ist ein Homomorphismus, der nach Theorem C7.1 injektiv ist. Somit ist F' iso-
morph einer Untergruppe der endlichen Matrizengruppe G, = GL(n,Z,) und teilt
daher deren Ordnung. Um die Ordnung der Gruppe G, zu finden, interpretieren wir
ihre Elemente als Basen des Vektorraumes V' = (F,)": fiir den ersten Vektor einer
Basis von V gibt es p™ —1 Moglichkeiten, denn nur der Nullvektor ist nicht zugelassen.
Der zweite Basisvektor darf kein Vielfaches des ersten Vektors sein, er gibt fiir ihn
also p" — p Moglichkeiten. Mit Induktion {iber n siecht man, dass die Ordnung der
Gruppe G, gleich

P =1)- (" =p)- " =P " =) =) (p— 1) PP = 1) (P = 1)

ist. O

BEeispiELE C7.3 Um zu erkennen, wie gut die obere Schranke des Korollars ist, be-
trachten wir die folgende Tabelle; sie listet die Zahlen 2™ - g(n,2) und g(n, p) fir die
Dimensionen 2, 3, 4, 5 und die Primzahlen 3, 5, sowie 7 auf. (Die gréssten gemeinsa-
men Teiler sind jene von 2" - g(n, 2), g(n,3), g(n,5) sowie g(n,7).)

n 2 3 4 5
2" . g(n, 2) 22.2.3 23.23.3.7 24.26.32.5.7 25.210.32.5.7.31
g(n,3) 24.3 25.33.13 29.36.5.13 210.310.5.112.13
g(n,5) 25.3.5 27.3.5%.31 211.32.56.13.31 213.32.510.11.13.31-71
g(n,7) 211 .35.52.76.19  212.36.52.710.19.2801
ggT 23.3=24 2°.3=096 29.32.5=23040 210.32.5 = 46080

Tabelle C.1: Obere Schranken fiir die Dimensionen 2, 3, 4 und 5

In Unterabschnitt 9.1 werden die Automorphismengruppen der Gitter der Ebene
untersucht; insbesondere wird dort gezeigt, dass die Ordnungen der Automorphis-
mengruppen gleich 2, 4, 8 und 12 sind. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache die-
ser Zahlen ist 24; die obere Schranke 24 ist also optimal. In Dimension 3 kennen wir
die Automorphismengruppen des primitiven und des flichen-zentrierten Gitters; diese
Gruppen sind konjugiert in O(R?) und haben die Ordnung 48. In Unterabschnitt 10.2
werden wir sehen, dass die Ordnung der Automorphismengruppe jedes Gitters des
3—dimensionalen Raumes die Zahl 48 teilt; die obere Schranke 96 ist also sehr gut.

Gestiitzt auf die Erfahrungen mit n = 2 und n = 3 scheint die obere Schranke fiir
Dimension 4, also 23 040 = 27 -32.5, viel zu gross zu sein. Dem ist aber nicht so: nach
Satz B4.20 hat die Automorphismengruppe eines innenzentrierten kubischen Gitters
die Ordnung 1152 = 27-32; in E* gibt es auch Gitter, deren Automorphismengruppen
die Ordnung 240 = 2% - 3 -5 haben (siehe etwa [BNWb, Figur 1, p. 526]). Da das
kleinste gemeinschaftliche Vielfache von 1152 und 240 gleich 1152 -5 = 27 - 32 . 5 ist,
ist die obere Schranke 27 - 32 - 5 ebenfalls gut.

7.1b  Endlichkeit der Menge der geometrischen Kristallklassen

Der Nachweis, dass die Menge G,, der geometrischen Kristallklassen eines n-dimensionalen
Euklidischen Vektorraumes endlich ist, erfolgt in drei Schritten. Zuerst geht man von
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der Menge G,, zur Menge R,, iiber. Die Menge R,, besteht aus den rationalen Klas-
sen von endlichen Untergruppen der Matrizengruppe GL(n,Z); dabei werden zwei
endliche Untergruppen F und F’ rational dquivalent genannt, falls sie in GL(n, Q)
konjugiert sind. ” Der Ubergang wird durch Theorem C6.9 gerechtfertigt, welches be-
sagt, dass die Zuordnung ((I‘, H),B) — Hpg eine Bijektion von der Menge G,, auf die
Menge R,, induziert.

Fir den zweiten Schritt wéhlt man eine Primzahl p > 3. Nach Korollar C7.2
ist jede endliche Untergruppe von GL(n,Z) isomorph einer Untergruppe der Gruppe
GL(n,Z,). Da die Gruppe GL(n,Z,) endlich ist, enthélt sie nur endlich viele Unter-
gruppen; insbesondere gibt es nur endlich viele Isomorphietypen von Untergruppen.
Sei

Py, By, ..., Fy

ein System von Vertretern dieser Isomorphietypen. Ist j einer der Indizes 1, 2, ..., ¢,
so kann Fj isomorph einer Untergruppe von GL(n,Z) ist; trifft dies zu, interessiert
man sich fiir die Anzahl der rationalen Aquivalenzklassen, die eine zu Fj isomorphe
Gruppe enthalten. Diese Anzahl findet man im dritten Schritt mit Hilfe der Dar-
stellungstheorie; sie lehrt insbesondere, dass die Anzahl endlich ist. Somit ist R,, als
Vereinigung von ¢ endlichen Mengen selbst endlich.

7.2 Endlichkeit der arithmetischen Kristallklassen

In diesem Unterabschnitt soll die Endlichkeit der Menge der arithmetischen Kris-
tallklassen eines Euklidischen Raumes bewiesen werden, und zwar mit einem geo-
metrischen Argument, das sich nicht auf die bereits gezeigte Endlichkeit der Menge
der geometrischen Kristallklassen stiitzt. Es beruht auf einer neuen Idee, jener der
Normalisierung von Gittern.

Die geometrische Vorgehensweise hat eine Kehrseite: die gewonnenen oberen Schran-
ken der Anzahl der arithmetischen Klassen eines Fuklidischen Vektorraumes sind
selbst in sehr kleinen Dimensionen riesig gross. Es ist aber moglich, mit Hilfe von
Theorem C7.5 und genaueren Untersuchungen zu praktisch verwertbaren Ergebnis-
sen zu gelangen. (sieche Abschnitt D11).

7.2a Normalisierung von Gittern

Ich zeige zunéchst, dass jedes Paar (I', H C Aut(T")) einem Paar (I'", H" C Aut(I"))
arithmetisch dquivalent ist, dessen Gitter IV normalisiert ist. Dabei sind normalisierte
Gitter wie folgt festgelegt:

DEFINITION C7.4 Ein Gitter I' von E wird normalisiert genannt, wenn die Menge
M(T') der Vektoren kleinster Norm den Vektorraum erzeugt und die Norm der Vek-
toren von M(T") gleich 1 ist.

Hauptsatz C7.5 Fur jedes Gitter I' von E gibt es eine selbst-adjungierte, positive
lineare Abbildung P: E —- E, welche die folgenden Figenschaften aufweist:

(i) Das Bild P(T") von T’ ist normalisiert.

(ii) P kommutiert mit jedem Automorphismus des Gitters T'.

7Siehe Unterabschnitt 6.3 .
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(iii) Aut(T) € Aut(P(T)).

Proof. Seien m; = m(T") die kleinste Norm eines Vektors in T' . {0} und P; die
Streckung mit A\ = ml_l. Dann betrigt die Norm der kleinsten Vektoren des Bildgit-
ters I'y = Py (T") gerade 1. Falls die Minimalmenge M(T'1) den ganzen Vektorraum E
aufspannt, hat P = P; die Eigenschaften (i) bis (iii).

Andernfalls sei U der von M(T';) aufgespannte Unterraum und U~ das orthogo-
nale Komplement von U. Wir konstruieren schrittweise selbst-adjungierte, positive
lineare Abbildungen P», P, ..., Py, derart dass P = Py o---0 P, o P; die Eigen-
schaften (i) bis (iii) aufweist. Die Abbildung P, wird auf U die Identitdt sein und
das Orthogonalkomplement so strecken, dass 1 immer noch die Lénge der kleinsten
Vektoren ist, dass aber neu ein Vektor ausserhalb U ebenfalls die Linge 1 hat. Um
P, zu finden, betrachten wir eine Schar (Qt) von selbst-adjungierten, positiven

Operatoren, ndmlich

tel0,1]

Qi) =z +t-zL eUDU"

Da die Menge M(T';) unter Aut(T") invariant ist, sind auch der von ihr aufgespann-
te Unterraum U und sein orthogonales Komplement U+ unter der Gruppe Aut(I")
invariant. Die Rechnung

(poQ)(x)=plx)+t-x1)=w@))+t-oxr)=p) +t o)L= (Qtop) (),

gilt fiir jeden Vektor z € E, jeden Automorphismus ¢ € Aut(I'1) und jede positive
Zahl t und zeigt, dass jeder Operator @) mit jedem Automorphismus ¢ € Aut(T'y)
kommutiert.

Die Abbildung P> wird einer der Operatoren der Schar (Qt)te[o 1
ihn @¢,. Um den Parameter ¢, zu finden, betrachten wir fiir jeden Vektor v € i \U
die Funktion

sein; nennen wir

go: t = Qe(W)|I* = lloy|I* + ¢ - Jurll;

sie wichst fiir auf dem Intervall [0, 1] streng monoton. Falls [[v || > 1 ist, sind alle
Werte von g, grosser als 1. Wir betrachten daher den Zylinder

C={veli ||yl <1}

er enthélt den Nullvektor, aber auch andere Vektoren. Diese Behauptung ist sicher
richtig, wenn der Durchschnitt 'y N U+ nicht nur aus dem Nullvektor besteht. Im
anderen Fall bildet die Projektion my: x = x| + z + x| die frei-abelsche Gruppe
I'y vom Rang dim(E) injektiv in den Unterraum U ab. Da dim(U) kleiner als dim(E)
ist, kann 7(T'1) keine diskrete Untergruppe von U sein, 8 ist daher iiberall dicht in U,
weshalb der Zylinder C auch in diesem Fall Vektoren positiver Léinge enthélt.

Sei nun v € C ~ {0}. Die Gleichung [|Q:(v)|* = 1, also [vy[|* +* - [[vr|* = 1,
hat die eindeutig bestimmte Losung t(v) = (1/|lvp]]) - /1 — |[(vL]|?; sie ist kleiner
als 1, denn die Norm von v ist grosser als 1. Als néchstes betrachten wir die Menge
{t(v) | v € C ~{0}} und weisen nach, dass sie ein Mazimum hat.

Seien nimlich ¢ € C \ {0} und s = (). Sind v € C und [|v||*> > 1 + 572, so gilt
fiir t > s die Rechnung

1Qe()II* = lloyll* + £ -l |* = [loy [I* + 5% - 57 > 1

8Die Basen einer frei-abelschen Gruppe haben alle die gleiche Anzahl, genannt Rang.
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Das Maximum ¢, existiert nun, weil der Zylinder C nur endliche viele Vektoren enthélt,
die in einer Kugel mit Radius v/1 + s~2 liegen.
Wir setzen nun P, = @, und I's = P»(T";). Dann sind

M(T1) S M(Ty) und  Aut(Ty) = Py o Aut(Ty) o Pyt C Aut(Ty)

und der von M(T'3) aufgespannte Unterraum ist grosser als Uy = U.

Das gegebene Argument kann wiederholt werden. Es liefert in k < dim(E) Schrit-
ten ein normalisiertes Gitter I'y und selbst-adjungierte, positive lineare Abbildun-
gen Py, Ps, ..., P;. Der gesuchte Operator P ist dann die Zusammensetzung P =
PkO---OP20P1. O

KOROLLAR C7.6 Jedes Paar (I'y H C Aut(T")) ist arithmetisch dquivalent einem Paar
(I, H), dessen Gitter T' normalisiert ist.

Proof. Nach Theorem C7.5 gibt es eine selbst-adjungierte positive lineare Abbildung
P, die das Gitter I" auf ein normalisiertes Gitter IV abbildet, und mit jedem Automor-
phismus von I' kommutiert. Dann ist insbesondere H = Lo Ho L~! eine Untergruppe
der orthogonalen Gruppe O(E), weshalb (I', H) und (L(I'),Lo H o L™') = (I', H)
nach Definition arithmetisch dquivalent sind. O

BeispIELE C7.7 1) Sei I', das innenzentrierte kubische Gitter Z" +Z- (3,1,...,1).
Ist n = 3, so haben die Vektoren der Minimalmenge M (T%) die Linge 3 - /3; das
Normalisierungsverfahren liefert das Gitter (2/v/3)-T'4. Ist hingegen, n > 4, so ist das
Gitter normalisiert. Fiir n > 4 ist es das Standardbeispiel eines Gitters, das nicht von
seiner Minimalmenge erzeugt wird.

2) Sei I ein Gitter, das von paarweise orthogonalen Vektoren by, ba, ..., b, erzeugt
wird, deren Lénge strikt zunimmt. Das Normalisierungsverfahren des eben gefiihrten
Beweises konstruiert dann schrittweise Gitter I'y, ..., I',,, die von den folgenden Basen
erzeugt werden:

Loz (ba/Noall, b2/ 101l b3/ 1|01l - - - 5 0w/ [|b1]])
Loz (ba/l1ball, b2/ b2l b3/ 1[b2lls - - - bn/[|b2]])
Ls: (ba/[|ball, b2/ |[b2]l, b3/ 1|03l - - . b /I|bs]])

o (br/ Nl b2/ [[b2l, b3/ [1bs]l, - -, b /[[bnl])

!
3

Das normalisierte Gitter ist kubisch; die Automorphismengruppe vergrossert sich bei
jedem Schritt.

7.2b  Normen der Vektoren einer Z-Basis eines normalisierten Gitters

Nach Korollar C7.6 gibt es in jeder arithmetischen Kristallklasse Paare (I, H) mit
einem normalisierten Gitter I'. Will man einen Uberblick iiber diese Klassen bekom-
men, kann man sich also auf Vertreter (I', H) beschrinken, deren Gitter normalisiert
ist. Die Minimalmenge eines normalisierten Gitters braucht das Gitter nicht zu er-
zeugen; das néchste Resultat zeigt aber, dass normalisierte Gitter Z-Basen besitzen,
deren Vektoren uniform beschrankte Normen haben.
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HivrssaTz C7.8 Jedes normalisierte Gitter T besitzt eine Z—Basis B = (by,ba, ..., by),
deren Vektoren die Bedingungen

16,1 < max{1, 5 - /j} firl <j<n (C7.3)

erfillen.

Proof. Wir kombinieren das Argument, mit dem Vektorraumbasen in Untergruppen
von [E, die E aufspannen und diskret sind, konstruiert werden, und das Approxima-
tionsergebnis von Hilfssatz B4.16. Seien B’ = (b},b5,...,b]) eine Vektorraum-Basis
mit Elementen aus der Minimalmenge M(I'). Die Vektoren b’ haben dann alle die
Lénge 1. Mit Hilfe von B’ definieren wir die Fahne von Unterraumen

Uy CUyC--CU,=E mit Uj=R-bj+---+R-b}
und die Folge von Gittern
F1CF2C---CI‘”:F, mit Fj:FﬂUj.

Das Gitter I'y wird von b erzeugt; wir setzen deshalb b; = b].

Seien nun j € {1,2,...,n — 1} und (b1, b,...,b;) eine Z-Basis von I'; in Uj.
Seien UjJ- das Orthogonalkomplement von U; in Ujy1 und v = v + vy die Zerle-
gung eines Vektors in Uj1 = U; @ UjJ-. Nach dem Beweis der Implikation (ii) =
(i) von Theorem B4.4 gibt es einen Vektor in u € I'j11 \ Uj, dessen Orthogonal-
komponente u; minimale Norm hat; jeder Vektor mit dieser Eigenschaft bildet dann,
zusammen mit den Vektoren by, b, ..., b;, eine Z-Basis von I'j4;. Da der Vektor
b;- 41 nach Konstruktion zu I'j 11 \ U; gehort, treten zwei Félle auf: falls die Ortho-
gonalkomponente (b, ;)1 selbst minimale Lénge hat, kann b’ ; als Basisvektor b; 1
gewahlt werden; der neue Basisvektor hat dann die Lange 1. Ist hingegen die Lange
von (b; 41)1 nicht minimal, so gibt es einen Vektor u € T'j;1 \ Uj, dessen Orthogo-
nalkomponente u héchstens 3[juy || < 5 betréigt, denn die Orthogonalkomponenten
der Vektoren von I'j1; bilden eine unendlich-zyklische Gruppe (siehe Hilfssatz B4.6).
Als néchstes approximieren wir die Parallelkomponente u|| durch einen Vektor des
Teilgitters I'; = Z - b} +--- +7Z - b; von I';. Gemiiss Hilfssatz B4.16 enthélt I'; einen
Vektor w, so dass

g = wll < 4+ (UBRI2 + 1051 + -+ [151%) = 45

betrigt. Da w in I'; liegt und I"; ein Teilgitter des von den Vektoren by, ..., b;
erzeugten Gitters I'; ist, erzeugen die Vektoren by, ..., b;, zusammen mit b; = v —w,
das Gitter I'j ;. Der neue Basisvektor b;,1 hat hochstens die Lénge % -4/j + 1, denn

b7 = o = wl* = (v = w)y[I* + (v — w) L[|
2
= lloy —wl?+ ol < -5 +4 = (4 Vi+1)
So fortfahrend findet man so die angekiindigte Basis B. O

7.2c  Abschitzung der Koeffizienten der Automorphismen eines normalisierten
Gitters

Nach Theorem C6.3 induziert die Zuordnung ((I', H),B) — Hp eine Bijektion von
der Menge A,, der arithmetischen Kristallklassen eines n-dimensionalen Euklidischen
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Vektorraumes E auf die Menge der Konjugationsklassen von endlichen Untergruppen
F von GL(n,Z). Um nachzuweisen, dass A,, endlich ist, geniigt es also zu beweisen,
dass es in GL(n,Z) nur endlich viele Konjugationsklassen von endlichen Untergrup-
pen gibt. Nun garantiert Korollar C7.2 zwar, dass die Ordunung der endlichen Unter-
gruppen von GL(n,Z) uniform beschriankt ist, das beweist aber noch nicht, dass es
nur endlich viele Konjugationsklassen gibt. Wenn diese Behauptung némlich zutrifft,
gibt es eine obere Schranke fiir die Koeffizienten von Vertretern der endlich vielen
Konjugationsklassen.
Ein erster Schritt auf dem Weg zu einer oberen Schranke ist

Satz C7.9 Seien T' ein normalisiertes Gitter von E™, und B = (by,...,b,) eine ge-
ordnete Z—Basis von I'. Dann wird jeder Automorphismus ¢ des Gitters I' beziiglich
B durch eine Matriz pp dargestellt, deren Koeffizienten die Abschdtzung

0wl Mol - [[B2]] - - 6wl
(eB) k| < :
| (o) 05 |det(br,. .., bn)|

erfillen. Die im zweiten Faktor auftretende Determinante kann ihrerseits durch

| det(by, ..., bn)| > 27" vy (C7.5)

(C7.4)

nach unten abgrschétzt werden. Dabei bezeichnet v, das Volumen der Einheitskugel
des n-dimensionalen Fuklidischen Vektorraumes E™.

Proof. Die Eigenschaften der Determinantenfunktion rechtfertigen die Rechnung
det (br, ..., bj—1,9(bk), bjt1,...) = det (bl,...,bj,l,zh (08) .1 bisbj1, - bn)
= ((pB)j,k - det (bl, ces ,bj_l, bj, bj+1, ceey bn)
Aus ihr ergibt sich (¢g),, zu

( ) _ det (bh---,bjflﬂp(bk),ijrl,---,bn)
w5 L det (bl,...,bj_l,bj,bj+1,...,bn) -

(C7.6)

Weil ¢ eine orthogonale Abbildung ist, lasst sich der Betrag des Zahlers auf der rechten
Seite durch

1Bl l[oj—all - [l ()] - bl - - 1wl = % T, lowl
nach oben beschrénken. Dies beweist Abschétzung (C7.4).

Der Betrag des Nenners auf der rechten Seite der Gleichung (C7.6) ist das Volumen
des Parallelepipeds P, das von den Vektoren der Z—Basis B aufgespannt wird. Dieses
Parallelepiped ist ein Fundamentalbereich der Wirkung des Gitters I' auf dem Eukli-
dischen Raum [E. Nun ist I aber ein normalisiertes Gitter; der Abstand zwischen zwei
verschiedenen Gittervektoren betrigt also mindestens 1; zwei Kugeln vom Radius %,
deren Mittelpunkte in verschiedenen Gitterpunkten liegen, treffen sich daher hochs-
tens in einem Randpunkt. Folglich ist das Volumen des Parallelepipeds P mindestens
so gross wie das Volumen einer Kugel vom Radius %, also mindestens (1/2") - v,. O

Aus Hillfssatz C7.8 und Satz C7.9 ergibt sich die angekiindigte universelle Abschét-
zung der Koeffizienten der Matrizen ¢, welche die Automorphismen ¢ € Aut(I') in
einer geeigneten Z-Basis beschreiben. In den Dimensionen n < 4 lasst sich diese
Abschétzung aber deutlich verschéarfen, wenn man Theorem B4.17 heranzieht. Man
bekommt so
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KOROLLAR C7.10 Sei I',, ein normalisiertes Gitter eines n-dimensionalen FEuklidi-
schen Vektorraumes E™. Falls n < 4 ist, besitzt I'), eine Z-Basis, beziiglich der jeder
Automorphismus des Gitters durch eine Matriz dargestellt wird, deren Koeffizienten
in {—1,0,1} liegen, es sei denn, dass n = 4 und Ty ein innenzentriertes kubisches
Gitter ist. Im Ausnahmefall hat Ty eine Z-Basis, beziiglich der die Automorphismen
des Gitters durch Matriten beschrieben werden, deren Koeffizienten in {—2,—1,0,1,2}
liegen.

Proof. Weil I' ein normalisiertes Gitter ist, erzeugt die Minimalmenge des Gitters den
Vektorraum E™. Es gibt folglich eine Minimalfolge F, deren Elemente die Norm 1
haben.  Wir nehmen nun an, I',, sei nicht eines der Ausnahmegittter. Dank Theorem
B4.17 ist dann jede Minimalfolge von I';, eine Z-Basis, insbesondere die Minimalfolge
F = (u1,...,uy). Seien nun @in Aut(I',) und a; 1 ein Koeffizient der Matrix A = ¢r.
Wir wollen zeigen, dass der Betrag des Koeffizienten a; ; entweder 0 oder 1 ist. Dies
ist klar, falls a; = 0 ist. Andernfalls ist die Folge

.7:I = (bl, . .,bj_l,(p(bk),bj+1, . ,bn)

eine Folge von linear unabhéngigen Elementen der Norm 1, also eine Minimalfolge und
daher eine geordnete Z-Basis. Da aber auch FF = (u1,...,Uj—1,Uj, Ujg1,-- -, Up)
eine Z-Basis des Gitters ist, muss der Koeffizient von b; in ¢(b), also a; , entweder
1 oder —1 sein.

Seien nun n = 4 und Ty ein innenzentriertes kubisches Gitter. Dann enthalt M (T'y)
eine orthonormierte Basis B = (b1, b2, b3, bs), die eine Minimalfolge ist; die Vektoren

bllzbl, bIQZbQ, bg:b3, und ¥/ :%(bl +b2+b3+b4)

bilden dann eine Z—Basis des Gitters I'y. Da die Determinante dieser Basis gleich %
ist, lehrt Ungleichung (C7.9) in diesem Fall, dass die Koeffizienten der ganzzahligen
Matrizen, welche die Automorphismen beziiglich der Basis B’ beschreiben, im Intervall
[—2, 2] liegen. O

Nun zu den Dimensionen oberhalb 4. Es gilt

KOROLLAR C7.11 Seienn > 4 und T ein normalisiertes Gitter eines n—dimensionalen
Euklidischen Vektorraumes E™. Dann besitzt I' eine Z—Basis, beztiglich der jeder Au-
tomorphismus des Gitters durch eine Matriz A dargestellt wird, deren Koeffizienten
Betrdge |Aj x| haben, die unterhalb der folgenden, universellen Schranke s,, liegen:

sn:%(\/gx/ax/m)n (C7.7)

Proof. Nach Hilfssatz C7.8 besitzt das Gitter I" eine Z—Basis B = (b1, ba, . .., b,), deren
erste 4 Vektoren die minimale Lénge 1 haben, wiahrend sich die Vektoren b; fiir j > 4
durch 3 - \/j beschriinken lassen. Fiir die Matrix eines Automorphismus ¢ € Aut(T"))
liefert die Abschatzung (C7.4) daher die obere Schranke

Il VB/-VB/ /2 _ i VE/2-/6/2- )2

. < .
[ (e8)s | < b1 det(br, .. by)| = 2 |det(bs,...bn)|
Die Schranke s, ergibt sich aus ihr, indem man das Volumen |det(by,...,b,)| nach
unten mittels der Ungleichung (C7.5) abschétzt. O

9Nach Punkt (iii) des Hilfssatzes B4.15 liegen dann die Elemente jeder Minimalfolge in M(T'y).
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BEMERKUNG C7.12 Die Volumina der Einheitskugeln der Euklidischen Radume lassen
sich mit Hilfe der Kreiszahl 7w ausdriicken; sie sind

™ frm>1 und _ P gm0, (C78
Vam =y fir m > un l/2m+1—1.3.5.”(2m+1) ir m > 0. (C7.8)

Fiir n = 5 und n = 6 betragen die Werte der universellen Schranken daher

93 . 72\ 7! a3\ 1
s5 = 2. (1 3 5) 5 ="75/1* = 759, s6=2% (5) /5.6 = 8:36/72 ~ 20.77.

7.2d  Endlichkeit der Anzahl der arithmetischen Kristallklassen

Die Korollare C7.10 und C7.11 liefern eine grobe obere Schranken der Anzahlen der
arithmetischen Kristallklassen; insbesondere implizieren sie

Hauptsatz C7.13 Die Anzahl der arithmetischen Klassen jedes Euklidischen Raum-
es ist endlich.

Proof. Sei E"™ ein Euklidischer Raum der Dimension n. Jedes Paar (I', H) — bestehend
aus einem Gitter I' von E™ und einer Untergruppe H der Automorphismengruppe
Aut(T") — ist nach Korollar C7.6 arithmetisch dquivalent einem Paar (I, H'), dessen
Gitter I normalisiert ist. Nach Hilfssatz C7.8 besitzt das Gitter IV deshalb eine Z-
Basis B’ = (b),...,b],), deren Vektoren uniform beschriankte Normen haben; genauer
gilt

4] < max{1,3-+/j} fiir 1 < j <.

Wird ein Automorphismus ¢ € H’ in der Z-Basis B’ beschrieben, erhélt man eine
Matrix ¢p/, deren Koeffizienten in einem endlichen Intervall der Form [—s,,s,] N Z
liegen; einen expliziten Wert fiir s,, liefern die Korollare C7.10 und C7.11 Sei &, die
Menge aller Matrizen von GL(n,Z), deren Koeffizienten im Intervall [—s,, s,| N Z lie-
gen. Diese Menge ist riesen gross, aber endlich. Es bezeichne nun U,, die Menge aller
Untergruppen von GL(n, Z), die in der Menge &, enthalten sind; auch diese Menge ist
endlich. Thre Méchtigkeit ist eine obere Schranke fiir die Anzahl der arithmetischen
Klassen des Euklidischen Vektorraumes E™: nach dem zuvor Bewiesenen gibt es nam-
lich fiir das Gitter I' des Paares (I', H) eine Basis B, derart dass die Untergruppe
Hp in &, enthalten ist. Sind (T, H) eine zweites Paar und B eine Z-Basis von I' mit
H ~ = Hpg, so sind die Paare (I', H) und (I, H) arithmetisch iquivalent (siche Beweis
Von Theorem C6.3 auf Seite 72). O

7.3 Endlichkeit der Menge der affinen Aquivalenzklassen

In diesem Unterabschnitt wird der zweite Bieberbachschen Satz bewiesen. Er behaup-
tet, in jedem Euklidischen Vektorraum E gebe er nur endlich viele Isomorphietypen
von Raumgruppen. Der Nachweis wird aber nicht mit der urspriinglichen Metho-
de von Bieberbach gefiihrt, sondern mit jener, die G. Frobenius 1911 vorgeschlagen
hat ([Fr11b]). Sie zeigt, dass es sogar nur endlich viele affine Aquivalenzklassen kri-
stallographischer Gruppen gibt. Noch bedeutender ist, dass diese Methode zu einem
Algorithmus verfeinert werden kann, der es erlaubt, fir jedes Paar (I', H C Aut(T"))
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Vertreter G aller affinen Aquivalenzklassen zu finden, deren Paare (I'(G),Go) dem
Paar (', H C Aut(T")) arithmetisch dquivalent sind. °

7.3a Algebraische Vorbemerkungen

Eine kristallographische Gruppe G eines Euklidischen Vektorraumes E ist nach Defi-
nition B5.1 eine Untergruppe der Isometriegruppe Iso(E) von E, deren Translations-
untergruppe T'(G) die Eigenschaft aufweist, dass die Vektoren der Translationen in
T(G) ein Gitter I'(G) von E bilden.

Jede Isometrie ¢ von E ist die Zusammensetzung 1 = 7y o ¢y der Translation
Ty @ — @ + vy und der orthogonalen Abbildung ¢y = 7, ' 04 (siehe Unterabschnitt
3.1). Die Zuordnung v — (1(0), ¢ ) liefert dann eine Bijektion ¢ der Gruppe Iso(E)
auf die Produktmenge E x O(E); diese Bijektiion wird zu einem Isomorphismus von
Gruppen, falls man auf der Produktmenge die Multiplikation (B3.11), also

(v,9) - (V',¢") = (v+ p(v'), po¢), (C7.9)

einfiihrt. Unter ¢ entspricht die Gruppe G der Untergruppe ¥(G) des semi-direkten
Produktes E x O(E) Der Durchschnitt 9(G) N (E x {1}) ist das Gitter I'(G) x {1}.
Die Punktgruppe Gy lasst sich mit Hilfe von 9(G) so beschreiben:

Go={p € O(E) | esgibt v, € E mit (vy, ) € I(G)}.

Die Zuordnung (v, ¢) — ¢ induziert eine surjektiven Homomorphismus von #(G) auf
Gp. Wahlt man fiir jede Abbildung ¢ € Gy ein Urbild (v,, ) € 9(G) erhélt man
eine injektive Abbildung s: Go — ¥(G), einen so genannten Schnitt der Projektion
Y(G) — Gp. Dieser Schnitt ist im allgemeinen kein Homomorphismus; es gilt aber

Hivrssatz C7.14 Ist s: Gy — ¥(G) ein Schnitt, so ist die Gruppe ¥(G) gleich
Gs ={(w,1)-s(¢) | (w,p) € T(G) x Go}. (C7.10)

Proof. Da G' = 9¥(G) eine Untergruppe von E x O(E) ist und sowohl I'(G) x {1} wie
auch die Werte des Schnittes s in G’ liegen, ist G in G’ enthalten.

Sei nun (w, p) € G'. Dann gehort ¢ zur Punktgruppe Go, weshalb (w, ¢) - s(¢)
ein Element von G’ ist. Die Rechnung

(w, ) - ()" = (w,0) - (=97 (up), ) = (w — 1y, 1)

zeigt dann, dass (w, ) - s(¥)7! in I x {1} und daher (w, ) in Gy liegt. O

—1

7.3b  Frobeniussche Kongruenzen

Hilfssatz C7.14 erlaubt es zu erkennen, worauf die Behauptung, es gebe nur end-
lich viele affine Aquivalenzklassen, hinauslauft. Jede kristallographische Gruppe G
gibt Anlass zu einem Paar (I'(G), Gyp); affin dquivalente Gruppen G und G’ liefern
nach Hilfssatz B5.14 arithmetisch dquivalente Paare (I'(G), Go) und (I'(G’), (G)o).
Ist schliesslich (T'(G), Gy) arithmetisch dquivalent zu einem Paar (I', H C Aut(T))
und ist L: E — E eine lineare Bijektion, welche die Bedingungen I' = L(I'(G)) und

10Erste Schritte auf diesen Algorithmus hin machte J. J. Burckhardt in [Bu34] (siehe auch [Bu47]);
ausformuliert wurde der Algorithmus aber erst von H. Zassenhaus in [Za48].
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H =LoGyo L™ erfiillt, so ist G’ = Lo G o L™! eine kristallographische Gruppe, die
affin dquivalent zur Gruppe G ist. Es geniigt folglich zu beweisen, dass alle Gruppen
G, deren Paar (T'(G),Go) mit einem festen Paar (T', H) ibereinstimmt, nur in end-
lich vielen affinen Klassen liegen. Diese Einsicht legt es nahe, die folgenden Familie
von Gruppen zu betrachten:

G ={G CExO(E) |T(G) =T und Go = H}. (C7.11)

Das erstes Ziel ist eine Parametrisierung dieser Familie.

Seien G € Gp iy und s: H — E x O(E) ein Schnitt der Projektion G — H mit
G = G,. Der Vektor u, mit s(¢) = (uy, ) ist durch G nicht eindeutig festgelegt; die
Gleichung G = G, also

G={(w+up )| (uyp) el xH},

zeigt aber, dass jeder andere Vektor die Form w + u, mit w € I' hat. Da G nicht
nur eine Teilmenge von Iso(E), sondern eine Untergruppe ist, gehért mit den Paaren
(tg, @) und (uyr, ¢") auch ihr Produkt

(Ui, @)+ (tgr, ") = (g + (ug), o0 ¢')

zu G. Dieses Produkt ist nun aber genau dann ein Element von G, wenn der Vektor
Uy + @(uyr) in der Nebenklasse I' 4+ g0, liegt. Folglich muss die Funktion ¢ — w,,
die Kongruenzen

Up + ©(Upr) = Upoyr  (mod T') (C7.12)

fiir alle Paare (i, ¢') € H? erfiillen. Diese Kongruenzen untersuchte Frobenius in der
Arbeit [Fr1lb]; man nennt sie deshalb Frobeniussche Kongruenzen.

Seien umgekehrt ¢ — u, eine Funktion von H mit Werten in [E, welche die Fro-
beniusschen Kongruenzen erfiillt, und

G ={(w+uy, )| (u,p) el x H}. (C7.13)

Aus den Frobeniusschen Kongruenzen folgt dann als erstes, dass G’ unter Produkten
abgeschlossen. Wahlt man in den Kongruenzen (C7.12) die Abbildungen ¢ und ¢’ als
Identitat, erkennt man weiter, dass ug in I' liegt, weshalb G’ das neutrale Element
(0, 1) der Gruppe E x O(E) enthélt. Wihlt man in den Kongruenzen ¢ = (¢')~!, sieht
man, dass die Vektoren -1 und —(¢’) 7! (u,r) kongruent sind. Dies impliziert, dass
mit (w 4wy, ') auch das inverse Element

(W + g, )7 = (= ()T w) = () ugr), @)

in G’ liegt. Somit ist G’ eine Untergruppe von E x O(E). Da, wie wir soeben gesehen
haben, uy in I liegt, ist I'(G’) gleich dem Gitter I'. Da auch die Gleichung (G")g = H
richtig ist, gehort G’ zur Familie G ). Insgesamt gilt deshalb der

HivrssaTz C7.15 Die Konstruktion (C7.13) definiert eine Parametrisierung der Fa-
milie Gr gy durch die Losungen ¢ — uy, der Frobeniusschen Kongruenzen (C7.12).
Zwei Losungen ¢ — u, und 1 — uip sind dabei als gleich zu betrachten, wenn u, und
ufp fiir jedes Element ¢ € H kongruent modulo I" sind.
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7.3c  Beweis der Endlichkeit der Menge der affinen Aquivalenzklassen

Hilfssatz C7.15 parametrisiert die Familie G g); wir interessieren uns aber nicht
so sehr fiir diese Familie sondern fiir die Menge der affinen Klassen von kristallo-
graphischen Gruppen, die G gy schneiden, das heisst, mit ihr einen nicht-leeren
Durchschnitt haben. Diese Klassen findet man am Besten in zwei Schritten. Im ers-
ten kgnjugiert man die Gruppen G € g@, )y nur mit Translationen; dies fithrt auf
eine Aquivalenzrelation, welche die affine Aquivalenz verfeinert und Translationsdiqui-
valenz genannt wird. Danach untersucht man die Auswirkung des Konjugierens der
Gruppen in G ) unter linearen Transformationen.

Die Rechnung (w, 1) (v, ¢) - (w, 1)~ = (v+ (1 —¢)(w), ¢) zeigt, dass Konjugation
mit der Translation 7,,:  — z + w die Menge G(r y) in sich abbildet, und dass die
Gruppe G € G(r gy mit der Parametrisierung ¢ +— u,, dabei iibergeht in die Gruppe
G’ mit der Parametrisierung

@ = ul, =ty + (1 — p)(w). (C7.14)

Frobenius gelang es aus dieser Transformationsformel zu folgern, dass G gy aus
endlich vielen Translationsklassen zusammengesetzt ist. Sei namlich ¢ — u, eine
Funktion, welche die Kongruenzen (C7.12) erfiillt. Summiert man diese Kongruenzen
fiir festes ¢ tber alle ¢’ € H, bekommt man die Kongruenz

card(H) - uy + ¢ (ZWGH u¢/) = ZAP’GH Ugpoy'. (mod I)

Nun durchlduft mit ¢’ auch @ o ¢’ alle Elemente von H. Setzt man also h = card(H)
und w = % Zga/eH Uy, SO zeigt obige Summierung, dass der Vektor

heuy =h-ve = (L= @)(h-w) =h- (v, — (1 - ¢)(w)) (C7.15)

fiir jedes ¢ € H kongruent Null ist, d. h. in I" liegt. Die Werte ufp selbst liegen folglich
in 1T = {#v | v € I'}. Sei nun B = (by,...,b,) eine Z-Basis von I'. Dann ist jeder
Vektor u;, eine Linearkombination der Form ,my/h - by mit ganzzahligen Koeffizi-
enten my. Da es bei der Parametrisierung der Menge G(r gy nur auf Werte modulo I'
ankommt, kann man die Zahlen m, so abandern, dass sie alle in der endlichen Menge
{0,1,2,...,h — 1} liegen, die Frobeniusschen Kongruenzen aber weiterhin gelten.

Diese Uberlegungen zeigen, dass es in jeder Translationsklasse von G(r,m) eine
Gruppe G’ gibt, die durch eine Funktion ¢ — ufp parametrisiert wird, deren Werte
in einer a priori bekannten Menge von h"™ Elementen liegen, weshalb es hochstens
(h™)" Translationsklassen geben kann. Diese Schranke lisst sich mit einer einfachen
Zusatziiberlegung nochmals verbessern: die Wahlen der Vektoren

u, € {(B b+ 42 b)) | 0S4 < h}

sollen zu einer Funktion ¢ +— ufp flihren, welche die Frobeniusschen Kongruenzen
erfillt. Dann kénnen aber nur die Werte auf einem Erzeugendensystem vorgegeben

werden. Dies beweist

SATzZ C7.16 Seien T' ein Gitter von E™ und H C Aut(T") eine Untergruppe, die von
d Elementen erzeugt wird. Dann besteht G ) aus hichstens card(H)™® Translati-
onsklassen.
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Kombiniert man obigen Satz mit Theorem C7.13 erhilt man ein Ergebnis, das G.
Frobenius 1911 erstmals erzielte. Ein Jahr spéter zeigte dann Bieberbach, dass es eine
Konsequenz des Resultates ist, das er in [Billa] bewiesen und in seiner Ankiindigung
[Bi10] von 1910 als zweiten Satz bezeichnet hatte.

HauprtsaTz C7.17 Die Menge der affinen Aquivalenzklassen von kristallographischen
Gruppen eine Fuklidischen Raumes IE ist endlich.

7.3d  Explizite Schranken der Anzahl der affinen Klassen

In dieser Nummer wird eine explizite obere Schranke der Anzahl der affinen Aquiva-
lenzklassen eines Euklidischen Vektorraumes der Dimension n erarbeitet, die nur von
folgenden Parametern abhéngt:

hyn: obere Schranke der Ordnung einer endlichen Untergruppe von GL(n,Z3)

Yn: obere Schranke der minimalen Erzeugendenzahl einer endlichen Untergruppe von
GL (TL, Zg)

opn: obere Schranke des Absolutbetrags |4, x| der Koeffizienten der Matrizen, welche
die Automorphismen eines normalisierten Gitters in einer gut gewdhlten Basis
beschreiben.

Die Existenz solcher Schranken ergibt sich aus Ergebnissen des Abschnittes C7:
Korollar C7.2 sagt, dass die Ordnung jeder endlichen Untergruppe von GL(n,Z) die
Ordnung g(n, 3) der endlichen Gruppe GL(n,Zs) teilt; es ist

g(?’L,S) = 3(3) : (3 — 1) . (32 — 1)...(3"—1 _ 1)_

Da die Ordnung einer endlichen Gruppe die minimale Anzahl der Erzeugenden nach
oben beschrénkt, ist die Existenz von ~,, durch jene von h,, gesichert. Eine bessere
Schranke ergibt sich aus der Beobachtung, dass die Anzahl der Primfaktoren der
Ordnung einer endlichen Gruppe F' eine obere Schranke der minimalen Anzahl der
Erzeugenden liefert: ist ndmlich s1, ..., s, ein minimales Erzeugendensystem von F',
so ist die Ordnung der Untergruppe gp({si,...,sx}) ein echter Teiler der Ordnung
der Untergruppe gp({s1, - . -, Sk, Sk+1}). Insbesondere kann man fiir v,, die Anzahl der
Primfaktoren von g(n,3) nehmen.

Der Beweis der Existenz von o, stiitzt sich auf die Resultate des Unterabschnittes
7.2, insbesondere auf Theorem C7.5 sowie die Korollare C7.10 und C7.11. Sei H eine
Untergruppe der Automorphismen eines Gitters I' von E™. Normalisiert man I" mit
dem Verfahren, das im Beweis von Theorem C7.5 angewandt wird, erhalt man ein
Gitter IV, dessen Automorphismengruppe Aut(I'") die Gruppe H umfasst. Nach den
Korollaren C7.10 und C7.11 besitzt das Gitter IV dann eine Z-Basis B’, in der alle Au-
tomorphismen von I, also auch jene der Untergruppe H, durch Matrizen beschrieben
werden, deren Koeffizienten in einem uniform beschrankten Intervall [—s,,, s,,] liegen.

BEIsPIEL C7.18 In Tabelle C.2 sind obere Schranken h,,, 7, und o, fir die Dimen-
sionen 2, 3 und 4 zusammengestellt. Die oberen Schranken h,, sind aus Tabelle C.1
iibernommen worden; die Primfaktorzerlegung dieser Schranken liefern dann die obe-
ren Schranken ~,. Die Werte fiir o,, ergeben sich aus Korollar C7.10.

Uberarbeitung September 2010



106 Kapitel C : Allgemeine Resultate

n 2 3 4
hn 23.3=24 25.3=96 29.32.5=23040
Tn 4 6 12
on 1 1 2

Tabelle C.2: Obere Schranken fiir die Dimensionen 2, 3 und 4

Nach diesen Vorbereitungen macht das Auffinden einer expliziten Schranke fiir
die Anzahl der affinen Aquivalenzklassen keine Schwierigkeiten mehr. Gemiss Theo-
rem C6.3 induziert die Zuordnung ((T', H),B) — Hp eine Bijektion von der Menge
A,, der arithmetischen Klassen auf die Menge der Konjugationsklassen der endlichen
Untergruppen von GL(n,Z). Jede dieser Konjugationsklassen enthélt einen Vertre-
ter F', dessen Matrizen Koeffizienten haben, die im Intervall Z N [—o, o] liegen. Weil
hochstens (20, + 1)"2 Matrizen diese Bedingung erfiillen und F' von hochstens -,
Elementen erzeugt wird, gilt als erstes die Abschétzung

2\ Tn 2
card(Ay) < ((2% +1)m ) = (20, + 1),

Multipliziert man die rechte Seite dieser Abschidtzung mit der Schranke, welche der
Satz C7.16 liefert, erhilt man eine obere Schranke o, der Anzahl der affinen Aquiva-
lenzklassen und zwar

= B (20, 4+ 1) = (hy - (205 + 1)) (C7.16)

Setzt man in diese Formel die in Tabelle C.2 wiedergegebenen Werte der Parameter
hy, on und 7, ein, kommt man zu den Zahlen

ap = (24-3%)% =~ 4.7-10%,
az = (96-3%)%¢  ~28-10°,
ay = (5760 - 51)*12 ~ 4.0 10343,

Diese Zahlen sind unzweifelhaft explizite Schranken; verglichen mit den genauen Ab-
zahlen, also 17, 219 und 4783, sie sind aber alle irrefiihrend, da viel zu gross.
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7.4 Dritter Bieberbachscher Satz

Ludwig Bieberbach bewies in seiner Arbeit [Bil0] die Endlichkeit der Menge der affi-
nen Aquivalenzklassen der kristallographischen Gruppen eines Euklidischen Raumes
E nur in einer abgeschwiichten Form: er zeigte, dass die Anzahl der Isomorphiety-
pen dieser Gruppen endlich ist. Wenig spater wies Georg Frobenius in [Fr11b] darauf
hin, dass die Einteilung der kristallographischen Gruppen in affine Aquivalenzklassen
der Problemstellung der Kristallographen besser angepasst ist als jene in Isomorphie-
klassen; er zeigte mit Hilfe der Uberlegungen, die in den Nummern 7.3b und 7.3c
ausgefiihrt wurden, dass auch die Menge der affinen Aquivalenzklassen endlich ist.
Wieder ein Jahr spéter bewies Bieberbach in [Bil2] das tiberraschende Resultat, dass
zwei isomorphe kristallographische Gruppen automatisch affin dquivalent sind !

HAuPTSATZ C7.19 Seien Gy eine kristallographische Gruppe in Iso(EY) und Gy eine
kristallographische Gruppe in Iso(E?), die (als abstrakte Gruppen) isomorph sind.
Dann haben die Euklidischen Vektorriume E' und E? die gleiche Dimension und es
gibt eine bijektive affine Abbildung o: By — Eo, welche die Gleichung

Gy=aoGioa™t (C7.17)
richtig macht.

Proof. Die affine Abbildung ov = 7 o L wird in zwei Schritten gewonnen.

Konstruktion der linearen Abbildung L. Nach Annahme sind die Gruppen G; und
G isomorph; sei f1: G1 — Go ein Isomorphismus von Gruppen. Nach Korollar B5.5
bildet f; den Translationsnormalteiler T'(G1) von G auf den Translationsnormalteiler
T(G2) von Gy ab; seien I'y das Gitter der Translationsvektoren von G und py: I'y —
T(G1) die Abbildung, die dem Vektor v die Translation 7, zuordnet. Seien I's und po
analog definiert. dann gibt es Homomorphismen A;: I'y — 5 und f;: Gio — Ga,0,
die das Diagramm

—

 —— N G G1o

l)\ lmT(Gl) lfl lﬁ (C7.18)
Ly, 2 T(Gy) —— Gy Gao

)

kommutativ machen. Ist B; eine Z-Basis von I'y, so ist By eine Basis des Vektorraumes
FE4; daher kann A1 zu einer linearen Abbildung L,: F; — E, fortgesetzt werden. Die
lineare Abbildung L, ist bijektiv; denn der Gruppenhomomorphismus f; ist bijektiv,
weshalb Einschrinken von f; = f; ! auf den Translationsnormalteiler T'(G3) erst
einen Homomorphismus f1|7(G2) und dann einen Homomorphismus Ag: I's — I'y
liefert. Da I'y eine Basis By von Eo enthélt, kann dieser Homomorphismus Ao zu einer
linearen Abbildung Lo: Es — E; fortgesetzt werden. Wie man dann leicht sieht, ist
Lo die inverse Abbildung von L.

Wir ersetzen nun GG; durch die Gruppe G = L1 0G0 L1_1 und den Isomorphismus
f1 durch die Zusammensetzung

== AL opol)).

Die Umkehrung dieser Aussage gilt auch, ist aber offensichtlich.
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Die Abbildung f ist ein Homomorphismus von der kristallographischen Gruppe G auf
die kristallographische Gruppe Gs, welche auf dem Normalteiler T'(G) die Identitét
ist. Folglich haben G und G2 den gleichen Translationsnormalteiler T'(G) und das
gleiche Gitter I' = I'y. Daraus folgt, dass G und Gy die gleiche Punktgruppe haben:
ist ndmlich ¢ € Gy, so gibt es einen Vektor u, so dass die Komposition 7, o ¢ in G
liegt. Fiir jeden Translationsvektor v € I' gilt dann die Rechnung

To(v) = f (Tcp(v)) = f ((Tu © 50) O Ty © (Tu © 90)71)
=f(rueg)eT(r)o f(ruow) " = (Tﬂw(v)) = T o) ()"

Sie zeigt, dass ¢ und ?((p) iibereinstimmen. Das folgende kommutative Diagramm
fasst den gegenwartigen Erkenntnisstand zusammen:

r +“- 176) — G Go
l]lp l]lT(G) lf l]lco (0719)
r, £ T(Gy) ——— Go Gay

Konstruktion der Translation 7. Das Diagramm (C7.19) driickt insbesondere aus,
dass die Gruppen G und G5 beide I' als Translationsgitter und Gy als Punktgruppe
haben. Nach Definition (C7.11) liegen ihre Bilder n(G) und n(Gs) daher beide in der
Familie G(r g,); dabei bezeichnet 1 jenen Isomorphismus von Iso(Ez) auf das semi-
direkte Produkt Eo x O(Es), der die Isometrie 7, o ¢ auf das Paar (u, ) abbildet.
Nach Hilfssatz C7.15 gibt die Gruppe n(G) Anlass zu einer Losung der Frobeniusschen
Kongruenzen (C7.12); es gibt also eine Funktion v: G§ — T', welche die Gleichung

(Y@, '), 1) - (Ugpors p 0 @) = (ug, @) - (g, @) (C7.20)

fiir jedes Paar (p,¢’) € G2 richtig macht. Der erste Faktor der linken Seite dieser
Gleichungen liegt im Normalteiler ¥(7'(GF)); wendet man den Homomorphismus f auf
diese Gleichungen an, ergeben sich deshalb Beziehungen der Form

(V{0 ), 1) - (Vgogr, 0 0') = (04, 0) - (Vg1 ) (C7.21)

Die Funktion ¢ + v, ist eine Losung der Frobeniusschen Kongruenzen, welche zur
Gruppe G2 € Gr q,) gehort. Rechnet man die Produkte auf der rechten Seite der
Gleichungen (C7.20) und (C7.21) aus, liefern die ersten Komponenten die Beziehungen

¥(eps ‘P/) T Upop = Uy + Sﬁ(uap’) und (e, 50/) + Vpoyp! = Vp + Sﬁ(vap’)- (C7.22)

Sie driicken aus, dass die in den Frobeniusschen Kongruenzen auftretenden Korrektu-
ren fiir die Gruppen G und G iibereinstimmen; sie liefern den Schliissel zur gesuchten
Translation 7. Sei ndmlich D: Gy — Es die Funktion, welche durch die Bedingung

D(p) = vy — uy
gegeben wird. Gleichung (C7.22) rechtfertigt dann die Umformung
D(po¢') = Vpop — Upogr
= (vp + 0(ve) =10, @) — (up + P(up) — (9, ¢))
= (vp + (V1)) — (ug + p(uyr))

/

= (v — ) + (v —uy) = D(@) + (D(¢").
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Es ist also D eine Derivation mit Werten im Vektorraum E,; nach Hilfssatz C7.20
ist sie daher eine innere Derivation. Bezeichnet w € Eg einen Vektor mit D(p) =
(I — ¢)(w), so beweist die Rechnung

1

Tw © (Tu, © Q)Ty = (tQUw © Ty, — Ty(w)) © P = Ty, © @,

dass Konjugation mit 7, die Gruppe G auf die Gruppe G5 abbildet. Insgesamt ergibt
sich daher das Ergebnis

(twoL)oGro(tyoL) ' =7,0Go7,' =Gs.

Es zeigt, dass die affine Abbildung o = 7, o L die behauptete Eigenschaft aufweist. (J

HivrssaTz C7.20 Seien H eine endliche Gruppe der Ordnung h und M ein H-
Modul. Falls Multiplikation mit h auf M eine Bijektion induziert, so ist jede De-
rivation D: H — M eine innere Derivation.

Proof. Wir variieren das Summierungsargument von Frobenius (Nummer 7.3¢). Da D
eine Derivation ist, gilt die Beziehung

D(po ') = D(p) + ¢(D(¢)

fiir jedes Paar (¢, ¢’) € H?. Summiert man sie iiber alle ¢’ € H und beriicksichtigt,
dass mit ¢’ auch @ o ¢’ die Gruppe H durchlauft, kommt man zur Gleichung

D D@ =3 Dip)+d ] e(D()) =hD(e)+¢ (ZW D(so’)) :

die sich sich auch in der Form

h-Dip) = (1-¢) (3

. D(@’)) (C7.23)

schreiben l&sst. Ist nun v das eindeutig bestimmte Element von M, das die Gleichung
h-v= (Zw’ D(gp’)) 16st, lehrt Gleichung (C7.23), dass D mit der inneren Derivation
@ — (1 — ¢)(v) tbereinstimmt. O

7.5 Anhang: Elemente der Darstellungstheorie

Die Darstellungstheorie (der endlichen Gruppen) geht aus von einer endlichen Gruppe
H und untersucht die so genannten Darstellungen, das heisst die Homomorphismen
der Form

p: H— GL(m, K). (C7.24)

Dabei bezeichnet K einen (kommutativen) Korper; im Folgenden nehme ich an, K
sei ein Teilkorper der komplexen Zahlen C. Ein grundlegendes Ergebnis der Theorie
besagt nun, dass jede Darstellung einer direkten Summe von einfachen Darstellungen
aquivalent ist; dass die Terme dieser Summe, abgesehen von ihrer Rethenfolge, ein-
deutig durch p bestimmt sind, und dass H nur endlich viele einfache Darstellungen
besitzt.
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7.5a Grundbegriffe der Theorie

Um diese Behauptungen zu verstehen, muss man einige Definitionen kennen.

DEFINITION C7.21 Eine Darstellung p: H — GL(m, K) wird reduzibel genannt, falls
es einen Teilraum U mit {0} C U C K™ gibt, der unter der Wirkung von H invariant
ist. Ist p nicht reduzibel, nennt man die Darstellung irreduzibel oder einfach.

BEISPIEL C7.22 Seien H die symmetrische Gruppe S3 der Menge {1,2,3} und p: H —
GL(3, K) die kanonische Darstellung; sie ordnet einer Permutation der Menge {1, 2, 3}
die entsprechende Permutation der Basisvektoren eq, es und es zu. Insbesondere hat
p auf der zyklischen Permutation (123) den Wert

0 0 1
A= pazs) = 0 0
1 0
Die Gerade U; = K - (1,1,1)! ist invariant unter der Wirkung von H = S3 und der
Unterraum Uj = K - es + K - e3 ist ein Komplement von U; in K3. Die Basis

ist der Zerlegung K3 = U; @ U, angepasst. Beziiglich ihr wird die Drehung P(123)

durch die Matrix
1

1 0
(p(123))6/ = 0 0 71
0 1

dargestellt. Diese Matrix hat die Blockform (BO11 gi; )
Der Unterraum UJ ist nicht invariant unter der Wirkung der Gruppe Sy, das
orthogonale Komplement Uz von Uj ist es hingegen. Driickt man p(;23) in der Basis

B= (b =(1,1,1)}, a1 = e; — ez, 3 = e3 — e3) aus, erhilt man die Matrix

0

10
(Pa2p)p={0 0 1
01 -1

Die neue Matrix hat die Blockform (BO“ B(; ) Da der Unterraum Us von allen Matri-
zen p, mit m € Sy auf sich abgebildet wird, ist p die direkte Summe der Teildarstellung
pt auf U; und der Teildarstellung p? auf Us.

DEFINITION C7.23 Eine Darstellung p wird halb-einfach (oder vollsténdig reduzibel)
genannt, falls sie die direkte Summe p' @ - - - @ p/ von einfachen Teildarstellungen ist.

Ein erstes grundlegendes Ergebnis der Darstellungstheorie ist der Satz von Hein-
rich MASCHKE (1853-1908):

Sarz C7.24 Jede Darstellung einer endlichen Gruppe iiber einem Teilkorper K C C
ist halb-einfach.

Als néchstes wollen wir abklaren, wie weit die Terme einer direkten Summe von
einfachen Teildarstellungen durch ihre Summe bestimmt sind. Dazu muss man erst
festlegen, wann zwei Darstellungen als im wesentlichen gleich angesehen werden sol-
len. Die folgende Definition ist nahe liegend:
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DEFINITION C7.25 Zwei Darstellungen p: H — GL(m, K) und p': H — GL(m, K)
werden als isomorph (oder dquivalent) bezeichnet, falls es eine Matrix S € GL(m, K)
gibt, welche die Bedingungen S - p; - S~ = pj, fiir jedes Element ¢ € H erfiillt.

Zwei Darstellungen sind also genau dann isomorph, falls die darstellenden Matri-
zen durch einen Basiswechsel auseinander hervorgehen. Es gibt nun das erfreuliche
Ergebnis:

Satz C7.26 Seien p', p%, ..., pf und p*, ..., ﬁf einfache Darstellungen der endli-
chen Gruppe H. Falls die Darstellungen

prepre...ap und ﬁIQB...@ﬁf

isomorph sind, so stimmen f und f uberein und es gibt eine Permutation T der Menge
{1,2,...,f}, so dass die Darstellungen p’ und p™9) fiir jeden Index j isomorph sind.

Die Sitze C7.24 und C7.26 weisen einen Weg, auf dem man eine Ubersicht iiber
die sdmtlichen Darstellungen einer endlichen Gruppe H erlangen kann. Man sucht
erst einfache Darstellungen p', ..., p/ von H, die paarweise nicht isomorph sind
und jeden Isomorphietyp der einfachen Darstellungen von H vertreten. Dann ist jede
Darstellung von H isomorph einer direkten Summe der Form

¢
(@rph) & (@) @ - & (@ o).

Unterschiedliche Tupel ({1, ..., {s) ergeben dabei nicht isomorphe Darstellungen.

Will man die einfachen Darstellungen einer endlichen Gruppe bestimmen, ist eine
obere Schranke der Zahl f der paarweise nicht isomorphen einfachen Darstellungen
niitzlich. Eine solche liefert das néchste Resultat:

SATz C7.27 Seien f die Anzahl der paarweise nicht isomorphen einfachen Darstel-
lungen und h die Zahl der Konjugationsklassen der endlichen Gruppe H. Dann in
f<h.

7.5b  Aquivalente rationale Darstellungen und geometrische Kristallklassen

Wir wollen noch den genauen Zusammenhang zwischen den geometrischen Kristall-
klassen und den rationalen Darstellungen der endlichen Gruppen bestimmen. Nach
Theorem C6.9 induziert die Zuordnung ((T', H),B) — Hp eine bijektive Abbildung
von der Menge der geometrischen Klassen G,, eines Euklidischen Raumes der Dimen-
sion n auf die Menge R,, der Q—Klassen der endlichen Untergruppen F' der Matrix-
gruppe GL(n,Z). Definitionsgeméss liegen zwei endliche Untergruppen F und F’ von
GL(n,Q) dann in der gleichen Q—Klasse, wenn sie in GL(n, Q) konjugiert sind; die
Inklusion GL(n,Z) C GL(n,Q) induziert daher eine injektive Abbildung

fin: Ry — {CHQ F | F endliche Untergruppe von GL(n,Q)}. (C7.25)
Es gilt nun
SATz C7.28 Die Abbildung .y, ist bijektiv.
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Proof. Es verbleibt uns der Nachweis der Surjektivitdt der Abbildung u,. Sie ist
gleichbedeutend mit der Aussage, dass es in jeder Konjugationsklasse S“("@) F einer
endlichen Gruppe F' mit rationalen Eintrégen einen ganzzahligen Vertreter gibt. Sol-
che ganzzahligen Darstellungen liefert jedes unter F' invariante Gitter I' von R™; man
kann F' wie folgt finden.

Sei X' die Menge aller Produkte A - e; der Matrizen A € F' und der Vektoren e;
der Standard-Basis. Dann ist X eine endliche Menge des rationalen Vektorraumes
Q", die unter F' invariant ist. Sei I' die von & in Q" erzeugte Untergruppe. Da die
Standard-Basis in A enthalten ist, umfasst I' das Standard-Gitter Z" des Euklidischen
Raumes R™; da X endlich ist, haben andererseits die Komponenten der Vektoren von
X einen gemeinsamen Nenner, etwa m, weshalb I' in (%Z )n enthalten ist. Da Z™ in

I enthalten ist, umfasst I' eine Vektorraum-Basis; weil die Inklusion ' C (1 2)" gilt,
ist I" diskret; Theorem B4.4 garantiert dann, dass I" ein Gitter von R™ ist. 0

7.5¢  Beispiel: Treue Darstellungen der symmetrischen Gruppe Sy

Im ersten Teil dieser Nummer sollen die einfachen Darstellungen der symmetrischen
Gruppe S; bestimmt werden, und zwar iiber dem Korper der rationalen Zahlen Q.
Die Ordnung der Gruppe S, ist 24; ihre Konjugationsklassen sind

o die Klasse bestehend aus der Identitét,

o die Klasse der (;1) = 6 Transpositionen,

o die Klasse gebildet von den 3 Elementen der Form (--)(--),
o die Klasse der 4 - 2! = 8 Zyklen der Léange 3, und

o die Klasse der 3! = 6 Zyklen der Lénge 4.

Nach Satz C7.27 gibt es also hochstens 5 einfache, paarweise nicht isomorphe, Dar-
stellungen. Zwei dieser Darstellungen sind leicht zu finden, ndmlich

pt: w1 und p?: 7 sgn(n).

Eine dritte Darstellung ergibt sich aus der Darstellung der Gruppe S5 auf dem Unter-
raum Uz = Q- (e; —ez) + Q- (e2 — e3) — siehe Beispiel C7.22. Gemiss diesem Beispiel
werden die Permutationen (12) und (123) durch die folgenden Matrizen dargestellt:

_ -1 0 _ 0 -1
p?12)<() 1) und p?123)<1 —1)'

Die Gruppe Sj3 ist ein homomorphes Bild von Sy; es ist ndmlich
N ={1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}

ein Normalteiler von Sy und S5 ist ein Komplement von N in Sy, denn NNS; = {1},
weshalb card(N - S3) = 24 ist. Die Zuordnung N -7 +— 7 mit 7 € S induziert folglich
einen Isomorphismus v: S;/N — S3, also auch einen surjektiven Homomorphis-
mus v o can: Sy —» S4/N — Ss. Die angekiindigte Darstellung der S, ist dann die
Zusammensetzung

p® =p*ovocan: Sy — GL(2,Q).
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Das Bild p?1234) findet man zum Beispiel wie folgt: es ist (1234) = (14)(23) - (23), also
P?mg 5= ﬁf’%). Andererseits ist

ﬁf’%)(el —eg) =e1 —e3 = (e; —e2) + (e2 — e3) und ﬁ?%)(eg —e3) = —(ea — e3).

3 1 0
Paza) =1 _1)-

Die gefundene Darstellung p? ist einfach, da p° einfach ist (leichte Verifikation).

Eine weitere einfache Darstellung der Gruppe Sy erhélt man aus der kanonischen
Wirkung von Sy auf der der Menge {1,2,3,4}. Sei p: H — GL(4, Q) die entsprechende
Darstellung; sie ordnet jeder Permutation der Menge {1,2,3,4} die entsprechende
Permutation der Basisvektoren ej, es, e3 und e4 zu. Die Gerade U; = Q- (1,1,1,1)*
ist unter H invariant; ihr Orthogonalkomplement Uy = {z € Q* | 3, z; = 0} ist
ebenfalls invariant und die Folge

Daher ist

B= (a1 =€ —ez, 0 =63 —e€3,03=e3— €4)

ist eine Basis von Us.

Sei pt: Sy — GL(3,Q) die Darstellung, welche die Permutationsdarstellung p auf
dem Unterraum Us beziiglich der Basis B induziert; sie ist einfach. Sei namlich V'
ein Sy-invarianter Unterraum von Us und sei v = Zj z; -a; € V ein von Null
verschiedener Vektor. Wir wenden auf v die linearen Abbildungen 1 — p‘(li’i 1) mit

i€{1,2,3} an. Da p‘(llz) auf den Vektoren a; durch
p‘(lu): o1 — —Qq, Q9 o1+ Qa3 Q3.

wirkt, ist (]l—p‘(lm))(v) = (> zjoj)—(r1(—on)+z2(1 +a2) +rsas) = (221 —22)- Q1.
Analog findet man, dass (1 — pyg))(v) = (202 — 21 — 23) - az und (L — plyy))(v) =
(2x3 — x2) - ag sind. Jedes der berechneten Bilder ist ein Vielfaches eines Basisvektors
a;. Da die Matrix

2 -1 0

-1 2 -1

0o -1 2

reguldr ist, besitzt das lineare Gleichungssystem 2x1 —xo = 2z9—x1—23 = 223—12 = 0
nur die Null-Lésung, was zur Folge hat, dass V' einen der Basisvektoren o; enthalt.
Die Rechnungen

9?123)(0‘1) = 2, P?234)(a2) = a3, 9?13)(24))(043) =m

zeigen dann, dass V' jeden der Basisvektoren a; enthalt.

Die neue Darstellung p? ist, im Gegensatz zu zuvor gefundenen Darstellungen p!,
p2 und ps, treu, denn die Permutationsdarstellung p: Sy — GL(4, Q) ist offensichtlich
injektiv und diese ist isomorph zur direkten Summe der Darstellung p! mit ker(p;) =
S, und der neuen Darstellung p*. Das Tensorprodukt p® = p* ® p? ist eine weitere
Darstellung von Sy; sie ordnet der Permutation 7 € Sy die Matrix sgn(r) - (p*), zu.
Auch diese Darstellung ist einfach; sie ist aber nicht isomorph mit der Darstellung p*,
da ihre Werte alle in SL(3,Q) liegen, was auf die Werte von p* nicht zutrifft. Bis auf
Isomorphie haben wir damit alle einfachen Darstellungen der Gruppe S; gefunden.
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Die Sétze C7.24 und C7.26 machen es nun leicht, jene Klassen in der Menge G,
zu bestimmen, die aus Untergruppen bestehen, welche zu S; isomorph sind. Dazu
brauchen wir bloss die Isomorphietypen der treuen Darstellungen von Sy fiir Di-
mension n zu bestimmen. Da der Kern der Darstellung p® der Normalteiler N =
{1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} ist und N in der alternierenden Gruppe A4, dem Kern
der Darstellung p?, enthalten ist, kommt in jeder treuen Darstellung von S4 eine der
Darstellungen p* oder p° mindestens einmal vor.

Keine der endlichen Untergruppen von O(2,R) kann daher isomorph zu Sj sein.
Hingegen gibt es genau 2 Konjugationsklassen in O(3,R), die zu S4 isomorph sind.
Es handelt sich dabei um die Symmetriegruppen der reguléren Tetraeder — sie sind in
GL(3,R) zu p* konjugiert — und um die Drehgruppen der Wiirfel. In den Dimensionen
4 und 5 gibt es 4, beziehungsweise 8, geometrische Kristallklassen, deren Gruppen mit
Sy isomorph sind; sie sind dquivalent den folgenden direkten Summen:

n=4: ptop', ptop’, pPop, PP o’
n=>5: pap ap, pPJop ®p’, pPepop’, p@p firje {45}
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C8 Konstruktion von kristallographischen
Gruppen

In diesem Abschnitt geht es um die Frage, wie eine vollstandige Liste von Vertretern
der affinen (oder eigentlich-affinen) Aquivalenzklassen von kristallographischen Grup-
pen eines n—dimensionalen Euklidischen Vektorraumes konstruiert werden kann. Im
Falle der Dimension 3 ist diese Frage um 1890 beantwortet worden, und zwar von
A. SCHOENFLIES und E. S. FEDOROW. Schoenflies stiitzte sich bei seiner Arbeit auf
die damals gut bekannte Liste der 32 geometrischen Kristallklassen; zusétzlich zog er
die Klassifikation der Gitter heran, die A. BRAVAIS in [Br50] erarbeitet hatte. '? Fe-
dorow benutzte die Liste der 73 arithmetischen Kristallklassen. Dieser zweite Zugang
ist spiter von J. J. BURCKHARDT in seinen Arbeiten [Bu34], [Bu36] sowie seinem
Lehrbuch [Bu47] zur Grundlage einer algebraischen Ableitung der affinen Aquiva-
lenzklassen gemacht worden; auf ihm beruht auch der Algorithmus zur Herleitung
der affinen Aquivalenzklassen, den H. ZASSENHAUS (1912-1991) in der Arbeit [Za48]
veroffentlichte.

Dieser Abschnitt besteht aus zwei Teilen. Im ersten erklire ich, wie eine Liste
von Vertretern der geometrischen Kristallklassen zu einer Liste der arithmetischen
Kristallklassen verfeinert werden kann. Im zweiten Teil algebraisiere ich zuerst das
Verfahren des Losens der Frobeniusschen Kongruenzen, einem wichtigen Teilschritt
der Zassenhausschen Algorithmus, und wende es dann auf zwei Klassen von Punkt-
gruppen an.

8.1 Aufspaltung der geometrischen Kristallklassen

Nach Nummer 7.1b ist die Anzahl der geometrischen Kristallklassen eines n-dimen-
sionalen Euklidischen Vektorraumes endlich. In den Beweis dieser Behauptung gehen
zwei Teilergebnisse ein: einerseits hat jede endliche Untergruppe der Gruppe O(E™),
welche ein Gitter invariant ldsst, eine treue Darstellung in GL(n,Z) und ist daher
nach Korollar C7.2 isomorph einer Untergruppe der endlichen Gruppe GL(n,Zs).
Insbesondere ist also die Anzahl der Isomorphietypen der endlichen Untergruppen
von O(E™), die ein Gitter invariant lassen, endlich. Die Darstellungstheorie lehrt
andererseits, dass jede endliche Gruppe nur endlich viele, paarweise nicht isomorphe,
rationale Darstellungen eines gegebenen Grades hat; insbesondere gibt es nur endlich
viele paarweise nicht-isomorphe treue Darstellungen der Untergruppen von GL(n, Z3)
in GL(n, Q).

Die Darstellungstheorie der endlichen Gruppen ist ein ausserordentlich vielseitiges
und starkes Werkzeug. Mit ihrer Hilfe kann man selbst in hohen Dimensionen in-
teressante geometrische Kristallklassen finden. Hat man eine solche Klasse gefunden,
stellt sich die Frage, wie man die algebraischen Kristallklassen, aus denen sich die
geometrische Kristallklasse zusammensetzt, bestimmen kann. Auf diese Frage gibt es
eine geometrische und eine algebraische Antwort. In diesem Unterabschnitt erklare
ich die geometrische Antwort an Hand eines lehrreichen Beispiels.

12Es handelt sich um die so genannten Bravais-Gitter, genauer die Bravaisschen Gitter-Typen
oder Bravaisschen arithmetischen Kristallklassen.
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8.1a Prinzip des geometrischen Verfahrens

Sei (T, H) ein Paar, das die geometrische Klasse [I', H)], vertritt. Ist (I', H) ein zwei-
tes Paar dieser Klasse, so gibt es nach Definition eine bijektive lineare Abbildung
L:E - Emit H=LoHoL ! Sei I = L(T). Dann ist das Paar (', H) arithme-
tisch dquivalent dem Paar (I, H); jede arithmetische Kristallklasse, die in der geo-
metrischen Kristallklasse [(T', H)], enthalten ist, wird also durch ein Paar der Form
(I, H) vertreten. Das Aufspalten der geometrischen Kristallklasse [T, H)|, in ihre
arithmetischen Unterklassen liuft also auf die Bestimmung der Gitter T, deren Au-
tomorphismengruppe die gegebene Gruppe H enthdlt, und die daran anschliessende
Zusammenfassung der Paare (I, H) zu arithmetischen Klassen hinaus.

Die Bestimmung der Gitter IV mit H C Aut(I") ist fiir gewisse Gruppen H recht
einfach, insbesondere fiir alle Punktgruppen eines 3—dimensionalen Raumes. Ich il-
lustriere das Verfahren in den Nummern 8.1b und 8.1c durch Gruppen H, die von
den Spiegelungen an den Hyperrdumen (R - bj)L einer geordneten, orthogonalen Basis
B = (by,...,b,) des E" erzeugt werden. Diese Gruppen haben die Ordnung 2"; im
Falle n = 3 vertreten sie die Kristallklassen, welche die Kristallographen mit Cyj, oder
2% hegeichnen. '3 R. L. E. Schwarzenberger hat diese geometrischen Kristallklas-
sen in verschiedenen Arbeiten '* behandelt und nennt sie, in Anlehnung an die Arbeit
[BNWb], orthogonal.

8.1b  Arithmetischen Klassen der orthogonalen geometrischen Klasse

Seien B = (b1,...,b,) eine geordnete Basis von E", die aus paarweise orthogonalen
Vektoren besteht, und H die Gruppe, die von den Spiegelungen p; an den Hyperréu-
men (R - b;)* erzeugt wird. Die Gruppe H bildet das von der Basis B aufgespannte
Gitter Iy, auf sich ab und gibt deshalb Anlass zu einer geometrischen Kristallklasse;
sie wird im Folgenden orthogonale geometrische Klasse des Euklidischen Raumes E™
genannt.

Unser erstes Ziel ist es, eine Ubersicht iiber jene Gitter gewinnen, die von der
Gruppe H auf sich abgebildet werden. Ist T ein solches Gitter, so gibt es fiir jeden
Index j einen Vektor v = >, vy, -by, € I, der nicht im Hyperrraum (R-b;)* liegt. Mit
v ist auch der Differenzvektor v — p(v) = 2v; - b; ein Punkt von I". Folglich enthélt
der Durchschnitt I' N (R - b;) nicht nur den Nullvektor; da er diskret ist, besteht er
also aus den Vielfachen eines Vektors der Form u; = 2)A;-b; mit A\; > 0. Die Vektoren
Uy, ..., Uy, erzeugen ein Gitter I'V; nach Konstruktion ist es es ein Teilgitter von I'.
Andererseits ist aber jede Koordinate v; eines Vektors v € I' ein Vielfaches der Zahl
Aj, weshalb I" seinerseits im Gitter %1"_’ = >, Z\p, - by, enthalten ist.

Die vorangehenden Uberlegungen zeigen, dass es fiir jedes Gitter, das unter H
invariant ist, ein einfach zu beschreibendes Gitter IV gibt, das die Beziehung

erfiillt. Seien nun I, das von der Basis B erzeugte orthogonale Gitter und L: E — E
die lineare Bijektion, welche den Basisvektor b; auf den Vektor A; - b; abbildet. Dann
ist L ein selbst-adjungierter, positiver Operator, der mit jeder der Spiegelungen p;
kommutiert. Daher sind die Paare (IV, H) und (I' = L=Y(I"), H), aber auch die Paare

13Schoenflies bezeichnet die Klasse mit V"; man findet diese Bezeichnung im ersten Teil der
Zusammenstellung der eigentlich-affinen Aquivalenzklassen, die auf Seite 56 wiedergegeben ist.
14Siehe insbesondere [Sch74], Abschnitt 3 und [Sch80], Abschnitte 4.5 und 5.5.
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(AI",H) und (T, H), arithmetisch &quivalent. Da wir uns fiir die arithmetischen
Kristallklassen interessieren, die in der geometrischen Klasse [(IV, H)|, = [(T', H)],
enthalten sind, gentigt es, jene Gitter I weiter zu untersuchen, welche die Bedingung

o, CT CT, (C8.1)

erfiillen.

Sei I' ein Gitter, das diese Bedingung erfiillt. Ist v = )", vy - by ein Vektor von
', so ist jeder Koeffizient v; eine ganze Zahl und daher ist p;(v) = v — 2v; - b; €
I'+2I', =TI'. Dies zeigt, dass I' unter der Gruppe H invariant ist. Betrachten wir nun
den Homomorphismus

mi Ty = Z5, Y by (21422, 2 + 27). (C8.2)

Der Kern der Projektion 7 ist das Gitter 2I',, und ihr Bild ist ein n—dimensionaler Vek-
torraum tber dem Korper Zs. Unter w entsprechen die Gitter I', welche die Bedingung
(C8.1) erfiillen, bijektiv den echten Unterrdumen U von V = Z%.

Eine Kleinigkeit bleibt noch nachzutragen. Bei der Wahl des Hilfsgitters [V wurden
die Zahlen Aq, ..., A, so gewéhlt, dass die Vektoren 2); - h;, nicht aber die Vektoren
Aj b, in [’ liegen. Wenn man eine Ubersicht iiber alle Gitter erhalten will, die unter
H invariant sind, kann man sich also auf jene Gitter I' zu beschréanken, die keinen
Vektor b; der Basis B enthalten. Daher gilt

Satz C8.1 Sei IV ein Gitter von E™, das unter der Gruppe H = gp({p1,.-.,pn}) in-
variant ist. Dann ist das Paar (I, H) arithmetisch dquivalent einem Paar der Form
(7=Y(U), H). Dabei bezeichnen 7 die Projektion (C8.2) und U C V = Z¥ einen Unter-
raum von V =74, der keinen der Standard-Basisvektoren von V' enthdlt. Umgekehrt
ist das Urbild 7=1(U) jedes Unterraumes U C V ein Gitter von E", das unter der
Gruppe H invariant ist.

BEISPIEL C8.2 Sei n = 2. Dann gibt es vier echte Unterrdiume U in V = (Z3)?,
namlich {(0,0)}, Z2 - (1,0), Z2 - (1,1) und Zs - (0,1). Nach Satz C8.1 ist also jedes
Gitter von E?, das unter der Gruppe H = gp({p1,p2} invariant ist, arithmetisch
dquivalent einem der beiden Gitter

r'{0})=2T, und 7 H(Zy-(1,1)) =20, +Z- (by + ba).

Falls die Basisvektoren b; und by verschiedene Langen haben, ist das Netz 2I', recht-
eckig, wihrend das zweite Netz 2T, + Z - (b1 + ba) rhombisch ist. Die Wahl dieses
Namens wird durch Abbildung C.3 erklért.

BEISPIEL C8.3 Sei n = 3. Dann besitzt V = (Z2)3 sieben 1-dimensionale Unterrau-
me; sie werden von den Vektoren

(170’0)7 (0’170)’ (0’07 ]‘)’ (]"170)’ (]"07 ]‘)’ (07]"1) und (17]"1)

erzeugt. Die ersten drei Geraden werden von Standard-Basisvektoren aufgespannt, die
néchsten drei gehen durch eine zyklische Vertauschung der Basisvektoren auseinander
hervor. Weiter ist jeder 2—dimensionale Unterraum von V' Losungsraum einer linearen
Gleichung der Form ay - y1 4+ aq - y2 + a3 - y3 = 0. Er enthélt genau dann keinen
Standard-Basisvektor, wenn jeder der Koeffizienten a; ungleich 0, also gleich 1, ist. Der
Unterraum U = {y € Z3 | y1 +y2 +y3 = 0} liefert dann ein allseitig flichenzentriertes
orthorhombisches Gitter; in Abbildung C.4 wird es mit dem Symbol I’ bezeichnet.

Uberarbeitung September 2010



118 Kapitel C : Allgemeine Resultate

Abbildung C.3: Reckteckiges und entsprechendes rhombisches Netz

i ¢

Abbildung C.4: Vertreter der 4 arithmetischen Klassen der geometrischen Klasse Day,

BEMERKUNG C8.4 Ist n = 3, so nennen die Kristallographen die arithmetischen
Klassen der Form [(T', Aut(T")], Bravais-Gitter; man sollte sie besser Bravaissche
arithmetische Kristallklasssen oder Bravais-Typen nennen, da es sich nicht um Gitter,
sondern um Klassen von Gittern handelt. Es gibt 14 derartige Klassen. Die Kristal-
lographen bezeichnen einige dieser Klassen als primitiv, da sie besonders einfach zu
beschreiben sind. Die Gitter der anderen Klassen fassen sie als Obergitter der pri-
mitiven Gitter auf, welche durch Zentrieren aus den primitiven Gittern entstehen.
In dieser Terminologie zeigt Abbildung C.4 ein primitives orthorhombisches Gitter
(links) und drei Zentrierungen desselben: ein einseitig zentriertes Gitter, das innen-
zentrierte und das allseitig flichen-zentrierte Gitter.

Vom Standpunkte der Mathematik aus ist eine Frage der Konvention, welche Gitter
man als primitiv bezeichnet und welche man aus ihnen durch Zentrieren ableitet;
ebenso ist es eine Frage der Konvention, ob man mit einem Untergitter, etwa 21",
oder einem Obergitter, etwa I',, anfangt.

8.1c  Arithmetischen Klassen der orthogonalen geometrischen Klasse

Satz C8.1 lehrt, dass jedes Paar (I, H) einem Paar (I, H) arithmetisch dquivalent
ist, dessen Gitter die Bedingung

o, CT CT, (C8.3)

erfiillt; dabei bezeichnet I',, das Gitter, das von einer festgewahlten orthogonalen Basis
B erzeugt wird. Dieses Resultat impliziert insbesondere, dass die Anzahl der Gitter T,
welche die Bedingung (C8.3) befriedigen, die Zahl der arithmetischen Kristallklassen,
aus denen sich die geometrische Kristallklasse [(I'p, H )], zusammen setzt, nach oben
beschrinkt. Um die genaue Anzahl berechnen zu kénnen, muss man noch herausfin-
den, wann zwei Paare (I', H) und (I, H), deren Gitter die Bedingung (C8.3) erfiillen,
arithmetisch dquivalent sind. Die Antwort liefert
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Satz C8.5 Seien U und U’ zwei Unterrdume des Vektorraumes V = Z% , welche kei-
nen Vektor der Standard-Basis von V enthalten. Dann sind die Paare (T = 7= Y(U), H)
und (I" = 7= 2(U"), H) genau dann arithmetisch dquivalent, falls U’ aus U durch eine
Permutation der Koordinaten von V = Z5 hervorgeht.

Proof. Die Paare (I', H) und I, H) sind genau dann arithmetisch dquivalent, falls es
eine lineare Bijektion L: E" == E" gibt, welche die Bedingungen

I"=LT) und H=LoHoL! (C8.4)

erfiillt (Definition B5.13). Die zweite dieser Bedingungen besagt, dass L im Norma-
lisator Ngp,gn)(H) von H liegt. Einige Elemente dieses Normalisators sind leicht zu
finden: fiir jede Permutation o der Indexmenge {1,2,...,n} bezeichne L, diejenige
lineare Abbildung, die den Basisvektor b; auf den Basisvektor b, abbildet. Weil die
Gleichung Lop;oL ™! = by () fiir jeden Index j gilt und da H von den Spiegelungen p;
erzeugt wird, normalisiert L, die Gruppe H. Da L, das Gitter I', auf sich abbildet,
ist I = L,(T") ein Gitter, das die Bedingung (C8.3) ebenfalls erfiillt.

Sei nun L eine lineare Bijektion, welche die Bedingungen (C8.4) erfiillt. Ich be-
haupte, es gebe eine Permutation o mit der Eigenschaft, dass die Zusammensetzung
L;! o L mit jedem Element der Gruppe H kommutiert. Die Permutation findet man
so: die Gruppe H wird von den Spiegelungen py, ..., p, erzeugt; da diese Spiege-
lungen miteinander kommutieren, ist jede Abbildung ¢ € H eine Komposition der
Form

P =piopyo-opy”;
dabei sind die Exponenten ¢; entweder 0 oder 1. Falls ¢ nicht die Identitét ist, ist
—1 ein Eigenwert von ¢; die Vielfachheit dieses Eigenwerts ist gerade die Anzahl der
Exponenten ¢;, die gleich 1 sind. Dies zeigt insbesondere, dass die Abbildungen p;
die einzigen Spiegelungen in H sind. Die Formel

() =X-v= (LowoL ") (L(v)) =A-L(v)

lehrt andererseits, dass L den Eigenraum von ¢ zum Eigenwert A in den Eigenraum
von Loypo L~! zum gleichen Eigenwert abbildet. Folglich induziert Konjugation mit L
eine Permutation der 1-dimensionalen Eigenrdume E_;(p;) = R-b; der Spiegelungen
pj; sei o die entsprechende Permutation der Indizes {1,2,...,n}. Nach Konstruktion
induzieren dann Konjugation mit L und Konjugation mit L, den gleichen Automor-
phismus auf H, weshalb die Komposition S = L;! o L mit jedem Element von H
kommutiert. Daher bildet S jeden Eigenraum eines Elementes ¢ € H, also insbeson-
dere jede der Geraden R - by, ..., R-b,, auf sich ab. Beziiglich der geordneten Basis
B wird S also durch eine Diagonalmatrix dargestellt.

Die Gitter I' = 7= 1(U) und I" = 7~ 1(U’) erfiillen beide die Bedingung (C8.3).
Da das Gitter ', von der Basis B erzeugt und (L,)~! von einer Permutation dieser
Basisvektoren induziert wird, erfiillt auch das Gitter

S(I) = (Lz' o L)1) = L' (I")
diese Bedingung. Fiir jeden Index j ist der Durchschnitt (R - b;) NT' die unendlich
zyklische Gruppe erzeugt von 2-b;; da die Durchschnitte (R-b,;)N.S(T') ebenfalls diese
Eigenschaft haben, sind alle Diagonalelemente der Matrix, die S darstellt, entweder
1 oder —1. Dann aber liegt S in der Gruppe und L besitzt die Form L, o ¢ mit
¢ € H, weshalb IV = L(T") identisch mit L,(I") und der Unterraum U’ das Bild von
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U unter der Zo-linearen Abbildung }°; ;- €; — >_, ¥ - €,(;) ist. Damit ist Satz C8.5
bewiesen. O

Der gegebene Beweis von Satz C8.5 ist etwas lang und rechnerisch; das sollte
einen aber nicht zur Annahme verleiten, der Satz habe keine konkreten, niitzlichen
Anwendungen. Die folgenden Beispiele liefern einfache Anwendungen.

BEISPIEL C8.6 Sei n = 3. Gemiiss Beispiel C8.3 enthiilt V = Z3 sechs Unterriume,
die keinen Vektor der Standard-Basis enthalten, ndmlich

{(07050)}7 ZQ'(lvlaO)v ZQ' (17051)7 ZQ'(Oalvl)a 22(17151)

sowie {(y1,y2,y3) | y1 +y2+ys = 0}. Der dritte und vierte dieser Unterraume kénnen
durch eine Permutation von Koordinaten aus dem Unterraum Zs - (1,1,0) gewonnen
werden. Nach Satz C8.5 zerfillt die orthogonale geometrische Kristallklasse daher in
4 arithmetische Kristallklassen.

Die Kristallographen nennen das Gitter 2I', = 7—({(0,0,0)}) ein primitives, or-
thorhombisches Gitter und bezeichnen es mit oP. Das Gitter I = 7=1(Z2 - (1,1,0))
wird einseitig orthorhombisch genannt und mit oC bezeichnet. '® Das Obergitter
7 1(Zy- (1,1,1)) = 2T, + Z - (1,1, 1) ist das innenzentrierte orthorhombische Gitter
und wird mit ol bezeichnet. Schliesslich nennt man das Gitter

{1‘1'b1+1'2'b2+$3'b3|1‘1+1‘2+£L‘3 gerade}

ein allseitig-flaichenzentriertes Gitter (in Symbolen: oF). Die beschriebenen Gitter
sind in Abbildung C.4 dargestellt.

BerispiEL C8.7 Seien nun n = 4 und Uy die Menge der Unterriume von V = Z3, die
kein Element der Standard-Basis enthalten. Die Dimension eines Unterraumes in Uy
ist 0, 1, 2 oder 3: zu Uy gehoren zuerst der Unterraum der Dimension 0 und ein einziger
Unterraum der Dimension 3, namlich {(y1,y2,y3,44) [ >, y; = 0}, er entspricht dem
Gitter

Iy ={x1 b1+ +z4-bs] ijj gerade}.

Weiter gibt es 3 Bahnen von 1-dimensionalen Unterrdumen — sie werden vertre-
ten durch Zs - (1,1,0,0), Zo - (1,1,1,0) und Zy - (1,1,1,1), und 3 Bahnen von 2-
dimensionalen Unterrdumen vertreten durch

ZQ'(lv 15 07 0)+Z2(07 15 17 0)5 ZQ'(lv 15 07 0)+Z2(07 05 17 1)5 ZQ'(lv 15 07 0)+Z2(07 15 17 1)

Die geometrische Kristallklasse des Paares (I'y, gp({p1, p2, p3, pa}) besteht folglich aus
143+ 3+ 1=8 =23 arithmetischen Kristallklassen.

BEMERKUNG C8.8 In den Dimensionen 2, 3 und 4 besteht die orthogonale geometri-
sche Kristallklasse aus genau 2 = 21, 4 = 22, beziehungsweise 8 = 23 arithmetischen

15Tn der Kristallographie werden die Achsen des Koordinatensystems hiufig mit a, b und c (anstelle
von z, y und z) bezeichnet. Im zentrierten Gitter

M =772 - (1,1,0)) = 2Tp + Z - (b1 + b2)

steht der hinzugefiigte Vektor by +ba dann senkrecht auf der c-Achse. Daher spricht man von I als
einem orthorhombischen C-Gitter. Analog bezeichnet man das Gitter 7 (Z2-(0, 1, 1)) als A-Gitter,
das Gitter 7~ 1(Z2 - (1,0, 1)) als B-Gitter.
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Klassen. Dieser Umstand veranlasste die Autoren Biilow, Neubiiser und Wondrat-
schek zur Frage, ob die Anzahl der arithmetischen Klassen fiir jedes n gleich 271
sei ([BNWb], p. 534). Nach Schwarzenberger ([Sch74], p.28) f&llt die Antwort negativ
aus: er findet fiir n € {5,6,7} die Anzahlen 16 = 25~1, 36 und 80.

8.2 Algebraisierung des Losens der Kongruenzen von
Frobenius

In der Arbeit [Bu34] verfeinerte J. J. Burckhardt die Rechnung von Frobenius '© so,
dass er die Translationsklassen in Gp jr) explizit bestimmen konnte. In der Einleitung
der Arbeit beschreibt er sein Vorhaben so:

Ich werde aus den Ansétzen von Frobenius heraus gewisse Sétze herleiten,
die flur zyklische Gruppen und Gruppen, die sich aus solchen zyklischen
Gruppen zusammensetzen, diese Verzweigung der [arithmetischen] Klas-
sen in die verschiedenen Bewegungsgruppen regeln. Dadurch ist dann zu-
gleich die Aufgabe gelost, die Bieberbach-Frobenius’sche Methode soweit
durchzufithren, dal man zu gegebener Klasse die zugehorigen Gruppen
angeben kann.

Das Berechnungsverfahren von Burckhardt ist spéter ausgebaut und verallgemeinert
worden: in [Za48] gibt H. Zassenhaus eine algorithmische Version des Verfahrens —
er fand sie unabhéngig von den Arbeiten Burckhardts; andererseits ist das Verfahren
heute Teil einer viel allgemeineren Theorie, der Cohomologie- Theorie von Gruppen.
In diesem Unterabschnitt erklére ich die Anfangsgriinde des Berechnungsverfahrens.
Beispiele folgen dann im Unterabschnitten 8.3 und 8.4 .

8.2a Derivationen und die Kohomologiegruppe H* (H,E/T')

Seien, wie iiblich, I' ein Gitter eines Euklidischen Vektorraumes E und H eine Un-
tergruppe der Automorphismengruppe des Gitters Jede kristallographische Gruppe
der Familie G' € G p) gibt Anlass zu Funktionen ¢ +— wv,, deren Werte in E lie-
gen, aber nur modulo T' eindeutig bestimmt sind. Setzt man diese Funktionen mit
der kanonischen Projektion E — E/I" zusammen, erhilt man eine einzige Funktion,
néamlich

Dg: H—E/T, ¢~ u,+T; (C8.5)

sie erfiillt die Gleichungen

Da(po¢') = Dale) +8(Da(¢))- (C8.6)

In ihnen bezeichnet @ den von ¢ auf E/T" induzierten Automorphismus von Gruppen.
Er existiert, da ¢ das Gitter I" auf sich abbildet; er ordnet der Klasse v+ I" die Klasse
o(v) +T zu.

Jede Funktion D: H — E/T", welche die Identitidten (C8.6) erfillt, wird Derivation
oder verschréinkter Homomorphismus genannt. Die Menge der Derivationen von H
mit Werten in E/T" bezeichne ich mit Der(H,E/T"). Hilfssatz C7.15 besagt, dass die
Vorschrift G — D¢ eine Bijektion von der Menge der kristallographischen Gruppen
Mr, iy auf die Menge der Derivationen Der(H,E/T) liefert. Nun sind die Elemente
von Der(H,E/T") aber Funktionen, die auf die iibliche Art addiert werden kénnen. Wie

16Sjehe Nummer 7.3c.
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man leicht nachpriift, ist Der(H,E/T") eine Untergruppe der Gruppe aller Funktionen
f: H—E/T.

Die Konstruktion von Derivationen ist im allgemeinen miihsam; einige sind aber
leicht zu finden. Jedes Element a € E/T" gibt ndmlich Anlass zu einer so genannten
inneren Derivation D, definiert durch ¢ — (1 — %)(a); die Rechnung

Do(po¢)=(1-Fo¢)(a)=(L-F+Fo(L—¢))(a) = Dal(p) +B(Da(¥'))

zeigt, dass D, auch wirklich eine Derivation ist. Die inneren Derivationen von H
mit Werten in E/T" bilden eine Untergruppe von Der(H,E/T'); ich bezeichne sie mit
IDer(H,E/T). Die Formel (C7.14) lehrt dann, dass die Translationsklassen der kris-
tallographischen Gruppen in G gy durch die Korrespondenz G +— D¢ auf die Ne-
benklassen von IDer(H, V/T') in Der(H, V/T') abgebildet werden. Fihrt man die Fak-
torgruppe

H'(H,E/T) = Der(H,E/T)/IDer(H,E/T) (C8.7)

ein, lasst sich diese Erkenntnis so aussprechen:

Sarz C8.9 Die Korrespondenz G'+— Dg induziert eine Bijektion ner gy von der Men-
ge der Translationsklassen in Gir gy auf die abelsche Gruppe H'(H,E/T).

Die Gruppe H' (H, E/T) wird erste Kohomologiegruppe von H mit Koeffizienten, in
E/T" genannt. Sie ist endlich, nach Satz C7.16 betriagt ihre Ordnung ndmlich héchstens
(card H)™<. Dabei bezeichnet d eine obere Schranke der Erzeugendenzahl von H.

82b Wirkung des Normalisators auf H' (H,E/T)

Sei [Gag die affine Aquivalenzklasse einer kristallographischen Gruppe in G g). Nach
Nummer 7.3c ist [Glag eine Vereinigung von Translationsklassen; der Durchschnitt
[Glag NG(r, i) besteht daher aus vollen Translationsklassen. Unter der Bijektion nr, g
entspricht dieser Menge von Translationsklassen eine Teilmenge B der Kohomologie-
gruppe H'(H,E/T). Um die Gestalt dieser Teilmenge zu finden, betrachten wir eine
lineare Transformation L: E — E und ein Element (v, ) von G. Die Rechnung

(0,L) - (v,9) - (0,L) ™" = (L(v), Lo) - (0,L7") = (L(v),Lopo L™

zeigt dann, dass die konjugierte Gruppe G’ = (0, L)-G- (0, L)~! genau dann in G, m)
liegt, falls L das Gitter I' auf sich abbildet und L - H - L~! mit H {ibereinstimmt,
das heisst, falls L zum Normalisator N = Ngp,ry(H) von H in der Gruppe all jener
linearen Transformationen L von E gehort, die das Gitter I' auf sich abbilden.

Seien nun ¢ +— u, eine Funktion, die G' beschreibt, und L € N. Aus obiger
Rechnung folgt, dass die konjugierte Gruppe G’ = (0,L) - G - (0, L)™' durch die
Funktion L o ¢ o L™! — L(u,) beschrieben wird; ihre Standardbeschreibung ist ¢ —
L(ur-16p0r). Somit bildet die lineare Transformation L die Derivation D¢g auf

Dgri o L(D(L™ ' opo L)) (C8.8)

ab. Die Menge Bg ist also eine Bahn unter der Wirkung von N auf H'(H,E/T).
Das folgende Resultat fasst das eben gesagte zusammen:

HAUPTSATZ C8.10 Die Menge der affinen Aquivalenzklassen von kristallographischen
Gruppen, die zur arithmetischen Klasse [(T', H)], gehoren, entspricht bijektiv den Bah-
nen des Normalisators Ngrry(H) auf der Kohomologiegruppe H'(H,E/T).

Uberarbeitung September 2010



C8 Konstruktion von kristallographischen Gruppen 123

BEMERKUNG C8.11 Theorem C8.10 ist der Schliissel zur Losung der Aufgabe, die af-
finen Aquivalenzklassen zu konstruieren, die in einer gegebenen arithmetischen Kris-
tallklasse [(T', H)], enthalten sind. Das Theorem liefert eine Antwort, falls es gelingt,
die folgenden drei Informationen zu finden:

a) die genaue algebraische Struktur der endlichen Gruppe H'(H,E/T);

b) ein Erzeugendensystem des Normalisators N = Ngp,ry(H) oder wenigstens ein
Erzeugendensystem des Bildes von N in der endlichen Gruppe Aut(H'(H, E/T)),
(Man beachte, dass N auf der (abelschen) Gruppe H'(H,E/T') durch Automor-
phismen wirkt.)

¢) ein System von Vertretern der Bahnen des Normalisators N auf H'(H,E/T).

Der Umstand, dass die Kohomologiegruppe H' (H, E/T") eine Gruppe — und nicht nur
eine Menge — ist, erlaubt es in einigen Féllen, die oben genannten Informationen mit
massigem Aufwand zu bekommen, insbesondere in folgenden Féllen:

o card(H'(H,E/I')) = 1: dann besteht die arithmetische Kristallklasse [(T', H)],
aus einer einzigen affinen Aquivalenzklasse.

o card(H'(H,E/T)) = 2: die Kohomologiegruppe ist zyklisch von der Ordnung 2
und die Identitdt ist der einzige Automorphismus, weshalb [(T', H)], aus zwei
affinen Aquivalenzklassen besteht.

o card(H'(H,E/T)) = 3: die Kohomologiegruppe ist zyklisch von der Ordnung
3 und besitzt neben der Identitit noch einen Automorphismus, der die beiden
Elemente, die nicht neutral sind, austauscht. Folglich setzt sich [(T', H)], aus 2
oder 3 affinen Aquivalenzklassen zusammen.

8.2c  Berechnung der Gruppen Der(H, M) und H'(H,E/T)

Will man nachweisen, dass die Kohomologiegruppe H'(H, E/T) fiir ein Paar (', H)
nur aus einem Element besteht, geniigt es, einige allgemeine Eigenschaften der Deri-
vationen zu kennen. Schwieriger wird es, wenn man vermutet, die Gruppe habe mehr
als ein Element und dann die genaue Struktur sucht. In einfachen Féllen helfen dann
Hilfssatz C8.13 und Satz C8.16 weiter.

Hilfssatz C8.12 bringt einige allgemeine Eigenschaften von Derivationen. Da in
der Folge Derivationen mit Werten in verschiedenen Moduln beniitzt werden, gehe
ich vom H-Modul E/T zu einem beliebigen H-Moduln M iiber; die Beweise werden
dadurch nicht schwieriger, die Notation sogar einfacher. 7

HiLrssaTz C8.12 Seien H eine Gruppe, M ein H-Modul und D: H — M eine
Derivation. Dann gelten die Aussagen:

(i) D(1) =0,
(it) D(¢~") = =~ (D(p)) fir p € H,

(iii) D(e*) = (14 ¢+ + " 1) (D(p)) fir ¢ € H und k > 1.

"Ein H-Modul ist eine abelsche Gruppe, fiir welche ein Homomorphismus H — Aut(M) festge-
legt worden ist.
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(iv) Erzeugt S die Gruppe H, so wird D bereits durch die Werte auf S festgelegt.

Proof. Alle Rechenregeln ergeben sich durch leichte Rechnungen. Aus der Gleichung
1ol =1 und der definierenden Eigenschaft (C8.6) folgt erst einmal die Gleichung

D(1) = D(101) = D(1) + 1(D(1)) = 2D(1).

Sie zeigt, dass D(1) das neutrale Element des Moduls M sein muss. Aus diesem
Resultat und der definierenden Eigenschaft einer Derivation ergibt sich dann die Kette
von Gleichungen

0=D(1)=D(¢ " o) =D(p~ ")+ ¢ (D(¢)).

Sie rechtfertigt Behauptung (ii). Aussage (iii) beweist man mit Induktion: sie ist
offensichtlich fiir £ = 1 und fiir £ > 1 gilt die Rechnung

D(¢") = D(¢" " o p) = D(*1) + " H(D(p))
=14+e+-+")(D() + " H(D(p)).

Die letzte Behauptung (iv) ist eine direkte Folge der Rechenregeln (i), (ii) und (iii):
sind die Werte von D auf dem Erzeugendensystem S bekannt, so sind sie es dank (i)
und (ii) auch auf 1 und auf den Inversen der Elemente von S. Mit Hilfe der definie-
renden Eigenschaft einer Derivation kann man daraus die Werte auf allen Gruppen-
elementen berechnen. |

Die Berechnung der Gruppe Der(H, M) ist einfach, wenn H zyklisch ist:

HivLrssaTz C8.13 Seien H eine zyklische Gruppe der Ordnung h > 1 und M ein H -
Modul. Falls p1 die Gruppe H erzeugt, so liefert die Auswertung D +— D(p1) einen
Isomorphismus von Der(H, M) auf den Kern kerd des Endomorphismus

§=1+pi+¢f+-+ei™h

Proof. Ist D: H — M eine Derivation, so gilt nach Hilfssatz C8.12 die Rechnung
0=D(1) = D(¢}) = (L+ o1+ + 1) (D(p1) = 6(D(1))-

Sie zeigt, dass D(¢1) im Kern von ¢ liegt. Sei umgekehrt a € kerd. Die Vorschrift
O — (14 @1+ @2+ -+ ¢" 1) (a) definiert eine Funktion von H mit Werten in M;
eine kurze Rechnung zeigt, dass es sich bei ihr um eine Derivation D; handelt; nach
Punkt (iii) von Hilfssatz C8.12 ist sie die einzige Derivation D mit D(¢1) = a. O

Intuitiv gesprochen besagt Hilfssatz C8.13, die Gruppe der Derivation von H mit
Werten in einem gegebenen Modul M werde durch den Losungsraum eines ,linea-
ren® Gleichungssystems parametrisiert. Dieser Sachverhalt gilt fiir beliebige endliche
Gruppen; um das Gleichungssystem aufstellen zu kénnen braucht man dann aber eine
Prasentierung von H durch Erzeugende und Relationen.

Die algorithmische Berechnung des Losungsraumes kann nur durchgefithrt wer-
den, wenn man den Modul E/T" durch einen kleineren Modul ersetzt: die dem Modul
E/T" unterliegende abelsche Gruppe ist namlich riesig und E/T ist kein reeller Vek-
torraum. Satz C8.16 nennt einen Ausweg: bei ihm werden zwei endlich erzeugbare
abelsche Hilfsgruppen von Derivationen Der(H,T'y,) und Der(H, T}, /T") berechnet und
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daraus H*(H,E/T') als Kokern einer Abbildung 7, gewonnen. Ausgangspunkt ist die
Frobeniussche Uberlegung, die zu Satz C7.16 fithrte: gemiss ihr induziert die Inklusion
p: +T/T < E/T einen surjektiven Homomorphismus

fin«: Der(H,+I'/T') — Der(H,E/T') — H'(H,E/T).

Es geht also nun darum, eine handliche Beschreibung des Kernes von fi, . zu finden.

Von einem praktischen Standpunkt aus gesehen, braucht man allerdings eine Vari-
ante des angedeuteten Resultates: es kann durchaus sein, dass h eine riesig grosse Zahl
ist, die Surjektivitdt von p. aber auch dann erfiillt bleibt, wenn A durch einen kleinen
Teiler e von h ersetzt wird. Der folgende Hilfssatz nennt eine konkrete Situation, in
der ein solcher Teiler leicht angegeben werden kann:

HiLrssaTz C8.14 Besitzt H einen Normalteiler Hy, derart dass kein Vektor v €
E ~ {0} von allen Abbildungen o € Hy festgehalten wird, und ist e = card(Hy), so ist
die offensichtliche Zusammensetzung

fie,: Der(H,iT/T') — Der(H,E/T) - H'(H,E/T) (C8.9)
surjektiv.
Proof. Sind ¢ € H und ¢ € Hy, so gilt die Rechnung
D(p) +9(D(¥)) = D(poyp) = D((pothop ) op)
=D(poyop™ ) +povopI(D(p)).

Summiert man das Ergebnis dieser Rechnung fiir alle v» € H; und beriicksichtigt, dass
mit ¢ auch @ o) o o~ den Normalteiler H; durchliuft, erhilt man die Beziehung

card Hy - D(¢) + % (Zw D(lﬂ)) = Zw D(¢) +7(D(p));

in ihr bezeichnet ¢ den Endomorphismus Zwe 1, - Dieser bildet jeden Vektor v € V
auf einen Vektor ab, der von allen Abbildungen 3 € H; festgehalten wird; nach
Annahme ist o also die Nullabbildung. Sei nun 3, D(¢)) = u+I" und D’ die Derivation
gegeben durch

D'(¢) = D(p) — (1 - B)(cu+T)).

Nach Definition der Cohomologiegruppe haben D und D’ das gleiche Bild in H' (H, E/T);
andererseits ist e - D’ die Nullderivation, weshalb die Werte von D’ in 1T'/T liegen. [J

BEMERKUNG C8.15 Dieser Hilfssatz ist insbesondere dann anwendbar, wenn H die
Abbildung —1 enthélt. Dann setzt man H; = {1, —1}.

Die angekiindigte Beschreibung des Kernes von p. . lautet nun:

Sarz C8.16 Ist e > 1 ein Teiler der Ordnung von H, so ist der Kern des Homomor-
phismus pic . gleich dem Bild des Homomorphismus

Te,s: Der(H, %1") — Der(H, %F/I‘). (C8.10)
Dabei bezeichnet w. die kanonische Projektion von %F auf %F/F.
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Proof. Liegt D im Kern der Abbildung . ., so ist die Zusammensetzung p. o D in
IDer(H, V/T); nach Definition gibt es also ein Element a = v +T' € E/T', derart dass
die Gleichung D(p) = (1 —p)(v) +T fiir jedes ¢ € H erfiillt ist. Da D eine Derivation
mit Werten in 1I'/I" ist, sind die Vektoren (1 —¢)(v) Elemente von 1T'; die Zuordnung
¢ — (1 — ¢)(v) ist daher eine Derivation D € Der(H, 1T') mit m. o D = D.

Liegt umgekehrt D € Der(H, iT'), so wenden wir die Uberlegung von Frobenius
(siche Nummer 7.3c) auf D an: aus der Gleichung D(@o¢’) = D(¢)+@(D(¢')) ergibt
sich durch Summation tiber ¢’ die Bezichung

>, Dipoy) =card(H) - D(g) + > #(D(¢")

oder card(H) - D(¢) = (1 — )Xy D(¢")). Das Neue gegeniiber Nummer 7.3c ist
dass es sich hier um eine Gleichung in einem reellen Vektorraum handelt, weshalb
Division mit h = card(H) definiert ist. Setzt man w = %Zw’ D(¢'), so gilt also die

Formel D(p) = (1 — ¢)(w) fiir jedes ¢ € H; sie zeigt, dass die Zusammensetzung
H — %F/F — %F/F —E/T

eine innere Derivation von H mit Werten in E/T" ist. O

8.3 Anwendung auf zyklische Punktgruppen

In diesem Unterabschnitt zeige ich, wie die Cohomologiegruppe H' (H, E/T") berechnet
werden kann, wenn H eine zyklische Gruppe ist. Das Resultat list besonders einfach,
wenn H von einer Abbildung erzeugt wird, die 1 nicht als Eigenwert hat. Dann besteht
die Kohomologiegruppe nur aus einem Element, und zwar fiir jede der arithmetischen
Klassen, aus denen sich die geometrische Klasse [(H,TI")], zusammensetzt. Da der
Beweis dieser Behauptung besonders einfach ist, beginne ich mit ihr.

8.3a Spezialfall, in dem I nicht Eigenwert der erzeugenden Abbildung ist

Sei p1: E — E eine orthogonale Abbildung (endlicher Ordnung), die ein Gitter I’
invariant lasst, und sei H = gp({¢1}). Ich betrachte in dieser Nummer den Spezialfall,
bei dem 1 kein Eigenwert von ¢ ist:

HivLrssaTz C8.17 Falls 1 nicht Eigenwert von 1 ist, so besteht die Kohomologiegrup-
pe H' (H,E/T) fiir jedes unter o invariante Gitter T' aus einem einzigen Element.

Proof. Seien D: H — E/T' eine Derivation und sei D(¢;) = w + I'. Nach Annah-
me ist der (lineare) Endomorphismus 1 — ¢1: E — E injektiv, also auch surjektiv;
insbesondere hat die Gleichung (1 — ¢1)(z) = w daher eine Losung v. Die innere
Derivation D, mit a = v + I ist dann eine Derivation, die auf ¢ mit der Derivation
D iibereinstimmt, weshalb D nach Aussage (iv) von Hilfssatz C8.12 gleich der inneren
Derivation D, ist. O

BEMERKUNGEN C8.18 1) Der knappe Beweis zeigt, dass in einigen Fillen die Be-
rechnung der Cohomologiegruppe Hl(H ,E/T") einfach bleiben kann, auch wenn man
mit den grossen Gruppen Der(H,E/T") und IDer(H,E/T") arbeitet.
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2) Der Beweis ist insofern irrefithrend, als das Ergebnis auch ohne jede Theorie
gerechtfertigt werden kann: nach Annahme ist G eine kristallographische Gruppe, die
eine Isometrie der Form 7, o ¢; enthélt. Die Voraussetzung iiber die Eigenwerte von
¢ impliziert dann, dass es einen Vektor v € E mit 7,0 p1 = 7, 0 1 o7, ! gibt. Daher
enthalt die konjugierte Gruppe G’ = 7_,0Go7_} die orthogonale Abbildung ¢, also
auch die von ihr erzeugte Gruppe H = Gp.

Es lohnt sich, einige Spezialfélle genauer zu betrachten.

BEIspIEL C8.19 Sei n = 2. Dann ist ¢; eine Drehung einer der Ordnungen 2, 3, 4
oder 6. Ist di Ordnung gleich 2, so ist ¢; = —1 und jedes beliebige Netz ist invariant
unter ¢; . Ist die Ordnung hingegen 3 oder 6, ist jedes unter H invariante Netz
notwendigerweise hexagonal und zwei verschiedene, unter H invariante Netze, sind
dhnlich. Die Situation fir h = 4 ist dhnlich: das Netz muss dann quadratisch sein.

Abbildung C.5 gibt die sehr charakteristische Anordnung der Drehzentren wieder,
die vorlegen muss, falls ein periodisches Ornament Drehung der Ordnung 3, 4 oder 6
zulésst.

A A | | (] | | (] | | e + @ v @
A A A 4 A
a N a N OAO OAO CAt
[} [ ] (] [ ] (] e +» & + @ 1+ o
A A A N N N
A A A A OAO OAO OAC 'Al
A A A | | (] | | (] | ] ® + @ + @ + @ v @
A A A A OAOAOAOAOACAlAl
A A A
. L] ' L] ' e+ ® 1+ @ 1+ @
A A A A N N N
A A A ) OAO 0‘0 )
A A L] (} L] (] ] e + @ v @

Abbildung C.5: Anordnung der Drehzentren

Die Anordnungen der Drehzentren sind in den folgenden periodischen Ornamenten
gut zu erkennen.

Abbildung C.6: Ornamente, die Drehungen, aber keine Spiegelungen, zulassen

BEeispIEL C8.20 Sei nun n = 3. Dann ist ¢; eine Drehspiegelung der Ordnung 2, 4
oder 6. Ist ihre Ordnung 2, so ist ¢; = —1; jedes Gitter I von E? ist invariant unter
p1 = -1

Interessanter sind Drehspiegelungen der Ordnung h = 4: sei ¢ eine solche Dreh-
spiegelung und I ein unter ¢ invariantes Gitter. Dann ist die geometrische Klasse
[(T',H)], gerade jene Kristallklasse, die Schoenflies mit S; und Hermann-Mauguin
mit 4 bezeichnen. Diese geometrische Kristallklasse setzt sich aus zwei arithmetischen
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Klassen zusammen; bezeichnet R - b3 die Achse der Drehspiegelung ¢1, haben die Git-
ter I', der ersten Klasse die folgende Beschreibung: I', N (R -b3)* ist ein quadratisches
Netz, I';, N (R - bs) ist unendlich zyklisch und

[,=T,N(R-b3)> T, N (R-b3)).

Die Gitter I'; der anderen arithmetischen Klasse entstehen aus diesem, primitiv ge-
nannten Gitter Iy, durch Innenzentrierung.

Nach Hilfssatz C8.17 besteht jede der beiden arithmetischen Klassen (', H)|q
und (I'z, H)], aus je einer affinen Aquivalenzklasse von Raumgruppen, ein Resultat,
das sich in der Schoenfliesschen Zusammenfassung '® in jener Zeile wiedergegeben ist,
die mit Sy anfiangt. In den Internationalen Tabellen [IT] werden diese beiden affinen
Aquivalenzklassen — sie sind gleichzeitig eigentlich-affine Aquivalenzklassen — mit P4
und 14 bezeichnet.

Ich illustriere die Raumgruppe durch ein 3—fach periodisches Muster. Zuerst eine
Vorbemerkung. Sei G eine Raumgruppe, die ein semi-direktes Produkt ihres Trans-
lationsnormalteilers T'(G) und ihrer Punktgruppe Gy ist, also die Form I" x G hat.
19 Sei nun X C E3 eine (nicht-leere) Teilmenge, die Gp—invariant ist. Dann ist die
Vereinigungsmenge U{X + w | w € T'} unter dem semi-direkten Produkt I' x Gy =
{twop|weT,pe Gp} invariant. Falls X’ ein Polyeder mit Mittelpunkt im Urspung
ist und die Gleichung Sym(X) = Gy gilt, so enthélt die Symmetriegruppe der Verei-
nigungsmenge | J{X + w | w € I'} die Raumgruppe I' x Gp; im allgemeinen gilt sogar
Sym(H{X +w |weT}) =T x Go.

Zuriick zur Gruppe vom Typ P4. Ein Polyeder, das die von der Drehspiegelung
1 erzeugte Untergruppe als Symmetriegruppe hat, ist ein unregelméssiges Simplex
mit einer Eckenmenge der Form S, = {p, 1(p), 93 (p), ¥3(p)}; dabei ist p € E? ein
geeignet zu wihlender Parameter, der weder in der Drehspiegelungsebene noch auf
der Drehspiegelungsachse liegt. Die Kristallographen nennen ein solches Simplex ein
tetragonales Disphenoid.

Abbildung C.7: 3-fach periodisches Muster mit Symmetriegruppe vom Typ P4

8.3b  Zyklische Gruppen — allgemeiner Fall

Falls die orthogonale Abbildung ¢;: E —— E die Zahl 1 als Eigenwert hat und ein
Gitter auf sich abbildet, kann die Ordnung der Kohomologiegruppe H'(H, E/T") vom

18Giehe Seite 56.
9Die Kristallographen bezeichnen solche Raumgruppen als symmorph.
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Gitter I' abhédngen. Das Gitter muss daher in der Rechnung explizit eingehen. Dies
kann man zum Beispiel dadurch erreichen, dass man mit Koordinaten beziiglich einer
Z—Basis des Gitters arbeitet. Die Rechnungen werden besonders iibersichtlich, wenn
man algorithmisch vorgeht, das heisst die Cohomologiegruppe H' (H, E™ /T") mit Hilfe
von Satz C8.16 ausrechnet.

Die Rechnung sieht so aus. Sei @1 : E" -~~~ E" eine orthogonale Abbildung, die das
Gitter I" auf sich abbildet, und sei H die von ¢ erzeugte Gruppe. Denn Parameter e
in Satz C8.16 wéhlen wir gleich h = card H; der Homomorphismus

Der(H,E"/T)
. 1 1 n [ St A
i, Der(H, 3I/T) — 1 (H,E"/T') IDer(H,E"/T)

ist dann surjektiv (siehe Nummer 7.3c). Nach Satz C8.16 ist sein Kern gleich den Bild
des Homomorphismus

Th«: Der(H, £T') — Der(H, +T'/T").

Die Gruppen von Derivationen Der(H, +I') und Der(H, +I'/T') kénnen mit Hilfe von

Hilfssatz C8.13 bestimmt werden. Bezeichnet § = 1+ o1 + -+ + <p}f_1 den auf dem
Gitter %F und § den auf der Quotientengruppe %F/ I' induzierten Endomorphismus,

ist die Cohomologiegruppe H' (H, E” /T) folglich isomorph dem Kokern der Abbildung
ker(6: +I' — 4I') — ker(0: +I'/T' — +T/I).

Um diesen Kokern algorithmisch berechnen zu kénnen, zieht man eine Basis des Git-
ters T heran; seien B = (by,...,b,) eine geordnete Z—Basis von I" und A die Matrix,
die ¢1 beziiglich B beschreibt. Berechne die ganzzahlige Matrix

A=TI,+A+A% ...+ AL
Dann ist H'(H,E”/T") isomorph dem Kokern des Homomorphismus
{re(FD)" | A-x=0} —{z€(+2)" | A-z=0}. (C8.11)

Diese Formel zeigt eine typische Schwéche eines Algorithmus gegeniiber einer
expliziten Aussage: es ist nicht zu erkennen, wie gross die Cohomologiegruppe ist.
Um eine Vorstellung der Grosse zu bekommen, wenden wir die Formel auf eine
spezielle Situation an: wir nehmen an, das Gitter I' gestatte eine Z—Basis B =
(b1, bm, b1, .., b,) mit den Eigenschaften

(i) die letzten n —m Vektoren b,,41, ..., by, erzeugen den Eigenraum E;(p1) zum
Eigenwert 1 der Abbildung ¢; und

(ii) die ersten m Vektoren erzeugen das Orthogonalkomplement von Fi(p1).
Dann haben A und A die Késtchenform
a= () 2= )
Die Gruppen Der(H, +T') und Der(H, +I'/T') lassen sich dann explizit ausrechnen:
Der(H, iT) —> {z € (+2)" | Az =0} = (+2)" & {0},
Der(H, :T'/T') = {z € (+2/2)" | Az =0} = (+2/2)" & (+2/7)" "
Folglich gilt
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Hivrssatz C8.21 Erfillt das Gitter T' die Bedingungen (i) und (ii), so ist die Coho-
mologiegruppe H'(H, E" /T') isomorph mit (%Z/Z)min,

BEISPIEL C8.22 Seien n = 2 und ¢; = p: R? = R? die Spiegelung an der horizon-
talen Achse, also p(z) = (z1,—x2)". Sei I' = T', ein rechteckiges Netz, erzeugt von
Vektoren by = (A1,0)! und by = (0, A2)? mit Ay > 0 und Az > 0. Im Folgenden arbei-
ten wir mit Koordinaten beziiglich der geordneten Basis B = (b1, b2). Die Matrizen
A= (p1)gund A =I5 + A sind

A= <(1) _01) und A= (?) 8)
Die Gruppen von Derivationen sind daher
Der(H,iT) = {z e (12)* | Az =0} = {0} &1z,
Der(H, 1T/T) =5 {z € (32/2)% | Az =0} = 12/20 L7/7.
Die Cohomologiegruppe H'(H, %F/ I') ist somit isomorph mit %Z/Z , hat also 2 Ele-

mente. Die arithmetische Kristallklasse [(T, {1, p})]. besteht daher aus zwei affinen
Aquivalenzklassen; eine dieser Klassen wird durch das semi-direkte Produkt

G/:{Twoga|wEFp,g@€gp({p}):{’rw|w€Fp}U{Twop|w€Fp}

vertreten, die andere durch G" = {7, | w € T'y} U{7y41/2.5, ©p | w € [',}. Abbildung
C.8 zeigt die Symmetriekarten der beiden Gruppen; in Abbildung C.9 sind dann
entsprechende periodische Ornamente wiedergegeben.

':%M LY
" P o
"1'3:’—,?“ r
/—X % "@‘
23 w %é:’ “
a»

0 i

Abbildung C.9: Periodische Ornamente vom Typ plm1 (links) und Typ plgl

Vergleichen wir die Situation eines rechtwinkligen I', Netzes mit jener eines rhom-
bischen Netzes I',.j,, erzeugt von Vektoren b = %(bl +b2) und b = %(bl —b3). Diesmal
rechnen wir mit Koordinaten beziiglich der geordneten Basis B’ = (b}, b) und finden

0 1 11
=) 2=0)

Uberarbeitung September 2010



C8 Konstruktion von kristallographischen Gruppen 131

und weiter

2
(A =N [ X € 5Z}

(XN | Xe 1z/z}.
Die Cohomologiegruppe H* (H, %Frh /1) besteht diesmal also nur aus dem neutralen
Element; demgemiss enthélt die arithmetische Kristallklasse [(Z2, {1, pq})]a nur eine

einzige affine Aquivalenzklassse. Abbildung C.10 zeigt links die Symmetriekarte der
neuen Gruppe und rechts ein periodisches Ornament, dessen Symmetriegruppe vom

entsprechenden Typ clml ist. I 75
) 9 g )
\CA\ZA\ T4

Abbildung C.10: Symmetriekarte und Illustration der Gruppe vom Typ clml

BEISPIEL C8.23 Essein = 3 und ¢; sei eine Drehung der Ordnung 4. Wir betrachten
zunéchst ein primitives tetragonales Gitter Iy, erzeugt von orthogonalen Vektoren by,

by und bg mit ||by|| = [|b2||. Wir nehmen an, dass ¢ und 6 durch die Matrizen
0 -1 0 0 0 O
A=11 0 0 und A=(0 0 O
0 0 1 0 0 4

dargestellt werden. Hilfssatz C8.21 ist anwendbar und zeigt, dass die Cohomolo-
giegruppe zyklisch von der Ordnung 4 ist, erzeugt vom Bild derjenigen Derivation
D: H — (1Z/7)3, die ¢, auf die Restklasse 1) - b3 + I', abbildet. Dieser Derivation
die Gruppe G € Gr, #, die von den Translationen 7, mit w € I'y, und der Schraubung

Y1 v 1(v) + 3bs (C8.12)

erzeugt wird.

Vergleichen wir das gewonnene Ergebnis mit jenem, das sich ergibt, wenn man
das primitive tetragonale Gitter I', durch das entsprechende innenzentrierte Gitter
I'; ersetzt. Da wir mit Koordinaten arbeiten wollen, miissen wir ¢ in einer Basis des
neuen Gitters I'; beschreiben. Seien

by = 5(=b1+by+b3), by=35(b1—ba+bs), by=35(bs+by—bs).

Die Rechnungen b] + b, = bs, by + b5 = be und b, + by = by zeigen, dass die Vektoren
by, b5 und b4 linear unabhéngig sind; da sie eine Minimalfolge des Gitters I'; bilden,
erzeugen sie es (sieche Theorem B4.17). Die Rechnungen

(p(bll) = %( — by — by —‘rbg) = —bg,
@(by) = % (ba + b1 + bs) = b} + bl + b,
Qb)) = 1 (by — by — b3) = bl

NN
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und einige Hilfsrechnungen zeigen dann, dass ¢1 und § durch die Matrizen

0 1 0 2 2 0
A=10 1 -1 und A= 2 2 0
-1 1 0 -2 =20

beschrieben werden. Die Gruppen der Derivationen sind daher

Der(H, D) < {w € (32)° | Az =0} ={(\,—\v) |\ € 1Zv e iz},

Der(H, 4T/T) < {7 € (12/2)" | A7 =0} = {(A + 2/, =X + 21, v) | A, i, 7 € 42/}

Der Kokern hat daher die Ordnung 2; er wird erzeugt vom Bild der Derivation
D: H — il";/l"; mit D(p1) = % by + % <y, 4+ Ty = % - bg + I'y; ihr entspricht
die Gruppe, welche von den Translationen 7, mit w € I'; und der Schraubung

1 v— p1(v) + %b3 (C8.13)

erzeugt wird.

BEMERKUNGEN C8.24 1) Wie wir oben gesehen haben, ist die Cohomologiegruppe
H'(H,E3/T,) zyklisch von der Ordnung 4. Diese Information legt die genaue An-
zahl der affinen Aquivalenzklassen, aus denen sich die arithmetische Kristallklasse
[(Tp, H)]q zusammensetzt, nicht fest. Will man diese Anzahl kennen, muss man den
Normalisator N = Ngpr, (H) bestimmen. Wenn man, wie zuvor, mit Koordinaten
beziiglich der orthogonalen Basis B = (b1, b, b3) des Gitters '), arbeitet, so ist

N={ScGL(3,Z)|S-A-S7'=A*} = {ScGL(3,Z) | S- A= A*.S}.

Eine leichte Rechnung zeigt dann, dass der Normalisator von der Drehung ¢; und
der Spiegelung p an der Koordinatenebene mit der Gleichung x3 = 0 erzeugt wird.
Bestimmen wir nun die Wirkung der Abbildungen 7 und p auf die Derivation D mit

D(p1) = ibg +1I',. Die Drehung ¢ wirkt durch die Identitét, die Spiegelung p durch

einen Vorzeichenwechsel:
(p1:(D)) (1) = P1(D(1 o 10 01)) = 1(D(1)) = Pi(5bs +Tp) = b3 + T
= D(tpl)a
(p-(D)) (1) = B(D(p~" 0 p1 0 p)) = B(D(p1)) = B(kbg +T) = —Lby + T,

-D (pl)

Die Wirkung des Normalisators auf der Cohomologiegruppe ist also gleich jener der
Gruppe, die von —1 erzeugt wird. Es gibt folglich 3 Bahnen; sie werden vertreten
durch die Bilder der Derivationen

Do: ot —0+T,, Di:iglk-tbs+T,, Dy of k- 2by+T).

2) Die Kristallographen interessieren sich nicht fiir affine, sondern fiir eigentlich-
affine Aquivalenzklassen. In obiger Rechnung ersetzen sie daher den Normalisator N
durch die Untergruppe N* = NNSL(T',) = H. Sie wirkt auf der Cohomologiegruppe
durch die Identitdt. Daher gibt es 4 eigentlich affine Aquivalenzklassen; die Kristal-
lographen bezeichnen sie mit P4, P4;, P45 und P43. Das innenzentrierte Gitter I'y
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andererseits gibt Anlass zu zwei affinen (oder eigentlich-affinen) Aquivalenzklassen;
sie tragen die Bezeichnungen I4 und I4,. ?°

3) Es scheint keine interessanten Kristallstrukturen zu geben, deren Raumgruppe
einen der 6 Typen P4, P4, P4, P43, I4 oder 14, aufweist. Die Situation &ndert sich,
wenn man Obergruppen der Punktgruppe Cy (=4) betrachtet, die noch zum tetrago-
nalen Kristallsystem gehéren, etwa Dy (= 422) oder Cyj, (= ). 2! Da die bisher ent-
wickelten Techniken die bequeme Berechnung der Cohomologiegruppen H' (H, E3(T")
fiir nicht-zyklische Gruppen H aber nur in Ausnahmeféillen — etwa den orthogonalen
Punktgruppen des Unterabschnittes 8.4 — erlauben, illustriere ich 3 dieser 6 Klassen

von Raumgruppen durch frei erfundene Muster.

Abbildung C.11: Hlustration der Raumgruppen der Typen P41, P45 und P43

8.4 Anwendung auf orthogonale Punktgruppen

In diesem Unterabschnitt komme ich auf eine Klasse von Beispielen zuiick, die ich
in Unterabschnitt 8.1 aus einem anderen Grunde betrachtete. Sei B = (by,...,by)
eine geordnete Basis des Euklidischen Raumes E”, die aus paarweise orthogonalen
Vektoren besteht, und sei H die endliche Gruppe, die von den Spiegelungen pq, ...,
pn an den Hyperrdumen (R-b;)* erzeugt wird. Sei weiter I' = T',, das Gitter, das von
der Basis B erzeugt wird.

8.4a Berechnung der Cohomologiegruppe

Die Resultate des Unterabschnittes 8.1 lehren, dass die geometrische Kristallklasse
(T, H)]4 aus mehreren arithmetischen Klassen zusammengesetzt ist (Satze C8.1 und
C8.5); fiir n = 3 betrégt deren Anzahl 4, fiir n = 8 bereits 8. In dieser Nummer wird die
Cohomologiegruppe der arithmetischen Klasse des primitiven Gitters I',, berechnet.

Man kann dieses Ziel so erreichen: sei D: H — E" /T, eine Derivation. Fiir jeden
Index j € {1,2,...,n} impliziert die Gleichung p? = 1 dann die Beziehung

0= DT1) = D(p; 0 p;) = Dlp;) + B(D(p;)) = (1 +7)(D(p;)).

Ist D(pj) = > jn - bn + I'p, so sagt obige Beziehung, die Zahl 2z, sei fiir jeden
Index h # j ganz. Da es nur auf Werte modulo I', ankommt, kénnen wir daher
annehmen, jede der Zahlen x;;, mit h # j sei entweder 0 oder % Nun zu den inneren

20In der Schoenfliesschen Zusammenfassung (Seite 56) werden die gefundenen Anzahlen in jener
Zeile wiedergegeben, die mit Cy beginnt.
21Siehe http://cst-www.nrl.navy.mil/lattice/spcgrp/tetragonal.html.
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Derivationen. Ist a = >, vp, - by +TI'p, so hat die innere Derivation D, auf p; den Wert

Da(pj) = (L= p;) Y vn by + Ty =205 - bj.

Obige Rechnungen zeigen, dass es in jeder Nebenklasse von IDer(H,E"/T',) in
Der(H,E"/I',) einen Vertreter der Form

D(pj) =5 (tja-br+ -+ -1 i1 + g1 - bjr + o+ tjn - bn)

hat; dabei sind die Koeffizienten ¢; ;, alle enmtwerder 0 oder 1. Setzt man noch ¢; ; = 0
fiir alle Indizes j, so lasst sich obige Formel knapper so schreiben

D(pj) =1 (Zh Lj,hbh) 4T, (C8.14)

Es bleibt abzuklaren, welche Matrizen I = (vj5,) von einer Derivation herrithren.
Die Antwort ergibt sich aus einer einfachen Beobachtung: die Gruppen H und %I‘p /Ty
sind beide abelsche Gruppen, die als Vektorrdume iiber dem Korper Zs aufgefasst
werden konnen; in dieser Interpretation bilden die Spiegelungen pq, ..., p, eine Basis
des Vektorraumes H. Folglich kann jede Zuordnung p; — u; € %Fp/Fp zu einer
eindeutig bestimmten Homomorphismus D, .., fortgesetzt werden. Da nun aber
die Gruppe H auf der Quotientengruppe +T',/T', durch die Identitit wirkt, ist jeder
Homomorphismus von H mit Werten in 5I',/I', automatisch eine Derivation. Dies
zeigt, dass obigeVorschrift fiir jede Matrix I, deren Elemente nur 0 oder 1 sind und
deren Diagonale nur aus Nullen besteht, zu einer Derivation fortgesetzt werden kann.
Dies beweist den

Satz C8.25 SeiDerg(H, %Fp/Fp) die Untergruppe jener Derivationen D: H — %Fp/Fp,
welche die Bedingung

D(p;) €U; =327 -by+ -+ L12/7 -b;  + 32)Z - bjpr +-- -+ 1Z/Z b, (C8.15)
fiir jeden Index j € {1,...,n} erfillen. Dann induziert die offensichtliche Abbildung
Dero(H, iT,/T',) < Der(H, iT,/T,) — H'(H,E"/T,)

einen Isomorphismus.

8.4b Wirkung des Normalisators auf der Cohomologiegruppe H'(H,E"/ r,)

Als néchstes bestimmen wir den Normalisator N = Ngrr,)(H) und seine Wikung
auf der Cohomologiegruppe H' (H,E"/T',). Beschreibt man die Abbildungen des Nor-
malisators durch Matrizen beziiglich der Basis B handelt es sich bei N um die Ma-
trizengruppe N, (n,z)(Hp). Man kann diese Gruppe mit der Methode finden, die im
Beweis von Satz C8.5 angewandt wurde.

Die Gruppe Hp besteht aus allen Diagonalmatrizen, die +1 auf der Diagona-
len haben; unter diesen 2™ Matrizen gibt es genau n Matrizen, die Spiegelungen
an Hyperrdumen beschreiben; sie werden dadurch charakterisiert, dass sie einen 1—
dimensionalen Eigenraum zum Eigenwert —1 haben. Jede Matrix S € N muss diese
Eigenrdume, und daher die entsprechenden Spiegelungen, permutieren. Andererseits
enthélt N sicher die Gruppe P aller Matrizen, die Permutationen der Vektoren der
Standard-Basis beschreiben. Ist nun S € N eine beliebige Matrix, so gibt es eine
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Matrix T' € P, derart dass Konjugation mit S und Konjugation mit 7" den gleichen
Automorphismus von Hp induzieren. Dann kommutiert S - 7! mit jeder Matrix
aus Hp; wie man leicht nachrechnet, liegt daher S -7~! € Hp. Diese Uberlegungen
beweisen den

SATz C8.26 Der Normalisator N der Gruppe H, die von n Spiegelungen an den
Hyperrdumen (R - bj)L erzeugt wird, ist das semi-direkte Produkt der Gruppe H und
der Gruppe P jener linearen Abbildungen, die Permutationen der Vektoren by, ...,
b,, der Basis B beschreiben.

Die Satze C8.25 und C8.26 fithren zu einer ersten, tiberraschenden Einsicht:

KOROLLAR C8.27 Die arithmetische Klasse [(T'y, H)|, besteht aus mindestens
2n(n—1)/(n|)
affinen Aquivalenzklassen.

Proof. Nach Theorem C8.10 entsprechen die affinen Aquivalenzklassen bijektiv den
Bahnen, die der Normalisator N auf der Cohomologiegruppe H* (H, E™/ I',) induziert.
Die Cohomologiegruppe hat die Ordnung 2™ (*~1 (Satz C8.25). Der Normalisator N
ist das semi-direkte Produkt H x P von H und einer Gruppe P, die isomorph der
symmetrischen Gruppe S, ist und daher n! Elemente hat. Da die Gruppe H auf der
Cohomologiegruppe durch die Identitat wirkt (siehe Hilfssatz C8.28), hat daher jede
Bahn hochstens card(P) = n! Elemente. O

Die folgende Tabelle zeigt, dass die untere Schranke der Anzahl der affinen Aqui-
valenzklassen mit der Dimension n schnell wéchst; sie belegt auch, dass die Schranke

die tatsichliche Situation sehr gut approximiert. 22
Dimension n H 2 3 4 5 6 7
Schranke 2"~ /(n!) 2. 10.67 170.67 8738 1.49-10°  873-10°

Anzahl der affinen Klassen 3 16 218 9 608 1540944 882033 440

Tabelle C.3: Untere Schranke und genaue Anzahl der affinen Klassen

Im Beweis von Korollar C8.27 wurde ein Resultat beniitzt, dass auch in anderen
Zusammenhéangen von Bedeutung ist, namlich

HivLrssaTz C8.28 Seien H eine Gruppe und M ein H-Modul. Dann wirkt jedes Ele-
ment ¢ € H auf der Cohomologiegruppe H* (H, M) durch die Identitdt.

Proof. Seien D: H — M eine Derivation mit Werten im Modul M und v ein Element
der Gruppe H. Das Bild der Derivation D unter der Wirkung von v auf die Gruppe
der Derivationen Der(H, M) ist die Derivation

U«(D): = (D™ opog)).

22Das Verfahren, mit dem die exakten Anzahlen berechnet werden kénnen, wird in Nummer 8.4c
erklart.
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Weil = und ¢ im Definitionsbereich H der Derivation D liegen, kann die transfor-
mierte Derivation . (D) auch so berechnet werden:

(¥e(D))(p) = ¥ (DY) + ¥~ (D(9)) + v~ (9((D())))
= —D(¥) + D(p) + (D) = D(p) + (1 = ¢)(=D(¥)
Somit ist ¢, (D) die Summe der Derivation D und der inneren Derivation D, mit

Parameter a = —D(t). Diese Rechnung zeigt, dass ¢ auf der Cohomologiegruppe
H'(H, M) = Der(H, M)/IDer(H, M) durch die Identitét wirkt. O

8.4c Graphentheoretische Interpretation der affinen Aquivalenzklassen

In dieser Nummer wird erklért, wie die Bahnen des Normalisators N auf der Cohomo-
logiegruppe H' (H,E™/ I',) als Isomorphietypen von gerichteten Graphen interpretiert
werden konnen und welchen Nutzen man aus dieser Interpretation ziehen kann. 23

Sei Z,, die Menge der quadratischen n-reihigen Matrizen I, deren Koeffizienten
entweder 0 oder 1 sind und deren Diagonalelemnte alle O betragen. Jede dieser Ma-
trizen gibt Anlass zu einer eindeutig bestimmten Derivation D;: H — %Fp /T, die
auf den Spiegelungen p; den Wert

Dr(pj) = 3 (Zh Ljh * bh) + T, (C8.16)

hat (siehe Beweis von Satz C8.25). Die Vorschrift I — Dy + IDer(H,E"/T'},) indu-
ziert dann eine bijektive Abbildung von der Menge Z,, auf die Cohomologiegruppe
H'(H,E"/T,) (siche Satz C8.25). Andererseits liefert jede Matrix I € Z,, eine kristal-
lographische Gruppe, die in der Familie G p) liegt, ndmlich

Gr=gp ({Tw‘f‘%(zhbj,hbh) op;j lweTl,1<j< n}) . (C8.17)

Die Gruppe Gy zeichnet sich unter den Gruppen, der Translationsklasse von G| da-
durch aus, dass jede der Isometrien 7; = T(Zth,hbh)/2 o p; eine Spiegelung oder
eine Gleitspiegelung am Hyperraum R - bj)L, und nicht etwa an einer dazu parallelen
affinen Hyperebene ist.

Nach Satz C8.26 ist der Normalisator N der Gruppe H das semi-direkte Produkt
von H und der Permutationsgruppe P. Wir wollen auf der Menge 7,, eine Wirkung
der Gruppe Pso festlegen, dass die Abbildung I +— Dy + IDer(H,E"/I',) eine Bijek-
tion von P-Mengen wird. Wenn uns das gelingt, entsprechen die Bahnen von N auf
der Cohomologiegruppe H' (H, E"/T,) — also die affinen Aquivalenzklassen der arith-
metischen Klasse [(H,T',)], — gerade den Bahnen von P auf der Menge Z,,. Um die
Wirkung zu finden, berechnen wir das Bild der Isometrie ¢, unter der Konjugation
mit der linearen Abbildung L, die durch die Permutation 7 der Basisvektoren by, . ..,
by, induziert wird. Wir bekommen

(0,L)- (%(Zh tjhbn, ;) - (0, L)il = ( (Zh tjnL(bp), Low;o Lil)

23Diese Interpretation verdffentlichte R. L. E. SCHWARZENBERGER in den 70ger Jahren in den
Arbeiten [Sch74], [Sch76], [Sch82] und seinem Lehrbuch [Sch80].
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Wir miissen also die Wirkung von P auf Z,, wie folgt festsetzen: das Bild der Permu-
tation auf der Matrix I ist jene Matrix, die man aus I erhélt, wenn man die Zeilen
und hernach die Spalten von I mit m permutiert.

BEISPIEL C8.29 Seien n = 3 und 7 die zyklische Permutation 1 + 2 +— 3 +— 1. Dann
sieht die Zuordung I — m.(I) wie folgt aus:

0 w2 ugs t31 t32 0 0 131 32
I=(tqy 0 w3|—10 wus 0 wus|l—~ml)=(us 0 us
31 t32 0 21 0 123 t23 t21 0

8.4d  Bestimmunyg der affinen Aquivalenzklassen der arithmetischen Klasse
Pmmm

8.4e Illustration der gefundenen affinen Aquivalenzklassen durch
Kristallstrukturen
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D9 Klassifikation der Ornamentgruppen

PROLOG

9.1 Bestimmung der Kristallklassen der Ebene

In diesem Unterabschnitt werden die geometrischen und arithmetischen Kristallklas-
sen der Ebene bestimmt, und zwar mit Methoden, die in den Unterabschnitten 6.1.
6.2 und 6.3 erklart wurden. Die Untersuchung beginnt mit der Klassifikation der
Ahnlichkeitsklassen der ebenen Gitter. In héheren Dimensionen besitzt die analoge
Klassifikation nur geringen Sinn, hier aber liefert sie eine lehrreiche Ubersicht.

9.1a Ahnlichkeitsklassen der ebenen Gitter

Seien E die Euklidische Standard-Ebene R? und I' ein Netz in E. Sei (u1,us) eine
Minimalfolge von I'; eine solche existiert, weil I' nach Theorem B4.4 eine diskrete
Teilmenge der Ebene ist; auch ist sie nach Theorem B4.17 eine Z-Basis von I'. Es
gibt eine eindeutig-bestimmte Drehstreckung o, welche u; auf den Vektor e; = (1,0)*
abbildet. Dann liegt entweder o(us) oder —o(uz) in der oberen Halbebene {x € R? |
x9 > 0}; dieser Vektor wird im folgenden v genannt. Er hat die Eigenschaften

vi+03>1, |ui] <1 und v, >0. (D9.1)

Die erste Eigenschaft gilt, da e; nach Konstruktion ein Vektor kleinster positiver
Lénge ist, die dritte besagt, dass v in der oberen Halbebene liegt und die zweite
ergibt sich aus dem Umstand, dass ||v]] < ||v & e;|| sein muss (sieche Behauptung
(iv) des Hilfssatzes B4.15). Abbildung D.1 stellt die noch zugelassenen Werte von v
graphisch dar.

(0,0) (1,0)
Abbildung D.1: Graphische Ubersicht iiber die Gitter der Ebene

9.1b  Geometrische Klassen der Ebene

Figur D.1 legt eine erste Klassifizierung der Netze I' nahe: es gibt einen allgemeinen
Fall, bei dem v im Innern der Halbstreifens, nicht aber auf der Mittellinie liegt, und
dann 5 speziellere Lagen, bei denen v ein Randpunkt des Streifens, ein Punkt auf der
Mittellinie, ein Eckpunkt oder der Randpunkt des Mittellinie ist.

Wir untersuchen nun, wieweit die obige intuitive Einteilung mit der Einteilung in
geometrische Klassen tibereinstimmt. Dazu berechnen wir die Automorphismengrup-
pen der Netze T',,.
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Name v Aut(Ty)
quadratisch (0,1)" Dy
hexagonal 1(£1,V3) Ds
rechteckig (0,v2) mit v2 > 1 Do
rhombisch v =1 und 0 < |v1] < 3 Dy
rhombisch lv]| > 1 und |vi| = % D,
schief o >1und 0 < |v1] < 3 {£1}

Tabelle D.1: Arithmetische Klassen der ebenen Gitter

Sei zunéchst ||v]| > 1. Dann besteht die Minimalmenge M(T',) aus den Vektoren
e1 und —e;. Die Automorphismengruppe Aut(T,) enthélt —1 und wirkt daher auf der
Minimalmenge transitiv. Folglich ist die Gruppe Aut(T,) entweder die Untergruppe
H; = {1, -1} mit 2 Elementen oder sie enthélt die Spiegelung py, an der horizontalen
x1—Achse und ist die Untergruppe

Hs = {]laphap’ua _]l} .

Falls die Spiegelung p;, ein Automorphismus des Netzes I, ist, muss pp(v), also
auch v + pp(v) = v + (v1, —v2)! = (2v1,0)! zum Netz gehoren. Dies ist nur moglich,
wenn v; = 0, das Netz also rechteckig, oder v; = i%, das Netz also rhombisch
ist. ! Man bestétigt leicht, dass die Automorphismengruppen des rechteckigen und
des rhombischen Netzes beide gleich Hj sind.

Ist ||v]] = 1, so treten drei Fille auf. Fiir v = (0,1)! ist das Netz gleich Z?2, also
quadratisch. Die Automorphismengruppe des quadratischen Netzes ist eine Dieder-
gruppe der Ordnung 8; sie besteht aus 4 Drehungen und 4 Spiegelungen (siehe drittes
Beispiel in Nummer 5.1a). Ist hingegen v = 3(&1,v/3), so ist das Netz hezagonal.
Seine Minimalmenge besteht aus den 6 Punkten £(1,0), £2(1,/3) und (-1, v3);
diese Punkte sind die Ecken eines regelmassigen 6-Ecks. Die Matrix

=i )

ist orthogonal und induziert eine orthogonale Abbildung ¢ 4; diese permutiert die
Elemente der Minimalmenge transitiv, denn

p: ey % (1,\/§)t — % (—1,\/§)t — —eq1 % <71,7\/§)t — % (1,7\/5)15 — e1.

Da das hexagonale Gitter von seiner Minimalmenge erzeugt wird, gehort ¢4 zur
Automorphismengruppe Aut(Thexa). Die volle Automorphismengruppe hat dann die
Ordnung 12; sie ist das semi-direkte Produkt gp(¢4) % gp(pp) der Untergruppe, die
von 4 erzeugt wird, und der Gruppe der Ordnung 2, welche von der Spiegelung an
der x1—Achse erzeugt wird.

Es bleibt der Fall der Parameter v mit [[v| = 1 und 0 < |v;| < 4; er ist kompli-

zierter als die zuvor besprochen Fille. Da die Vektoren e; und v die gleiche Lange
haben, stehen die Summe e¢; + v und die Differenz e; — v aufeinander senkrecht. Sie

IDer Name wird durch den Umstand gerechtfertigt, dass I, dann durch die beiden Vektoren v
und pj, (v) erzeugt wird und der Fundamentalbereich {c1 - v + c2 - pp(v) | 0 < ¢; < 1} deshalb ein
Rhombus ist.
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erzeugen ein rechtwinkliges Teilgitter f‘; (wegen v # 0 haben e; +v und e; — v unter-
schiedliche Langen). Das Teilgitter 1{‘; hat Index 2 in I', und das Gitter I, entsteht
aus ihm durch Innenzentrierung. Jeder Automorphismus des Teilgitters ist daher ein
Automorphismus des Ausgangsgitters I';; falls umgekehrt jeder Automorphismus von
I, das Teilgitter I, invariant lasst, fallen Aut(T",) und Aut(T',) zusammen.

Um nachzuweisen, dass jeder Automorphismus von I', das Teilgitter f‘; auf sich
abbildet, betrachten wir die quadratische Form des Gitters:

qr, (x1, @) = ||x1 - €1 + 2 - ’UH2 = x% + x% + 2zy29v1 = (21 + v1x2)2 +(1- Uf) x%

Der kleinste positive Wert ist 1. Falls der Wert kleiner als 3 sein soll, muss |zs| < 2
sein, denn 1 —v3 > %. Es folgt ohne grosse Miihe, dass die Minimalmenge M(T',) aus
den 4 Vektoren +e; und +v besteht, dass der zweit-kleinste Wert auf +(v — e;) und
der dritt-kleinste Wert auf +(v 4 e1) angenommen wird, falls v; positiv ist, und sonst
auf +(v+eq), beziehungsweise auf +(v— ey ); und dass die Werte auf allen anderen von
Null verschiedenen Vektoren grosser als 3 sind. Jeder Automorphismus des Gitters I,
muss daher das Teilgitter I';, auf sich abbilden.

Wir haben damit folgendes Zwischenresultat erzielt:

HiLrssaTz D9.1 Es gibt 4 geometrische Kristallklassen. Ihre Automorphismengrup-
pen sind Diedergruppen der Ordnungen 4, 8 und 12 sowie die zyklische Gruppe erzeugt
durch —1. Der Zusammenhang zwischen den Werten des Parameters v und den Kon-
Jugationsklassen der Gruppen Aut(T,) ist wie in Tabelle D.1.

Gestlitzt auf dieses Resultat kann man alle geometrischen Klassen dadurch erhal-
ten, dass man die Untergruppen der gefundenen Automorphismengruppen bestimmt,
dabei aber in O(2, R) konjugierte Untergruppen nur einmal zahlt. Man findet zunéchst
5 Untergruppen, die keine Spiegelung enthalten: sie haben die Ordnungen 1, 2, 3, 4
und 6; jede von ihnen ist zyklisch. Jede andere Untergruppe enthélt eine Spiegelung,
also eine orthogonale Matrix mit Determinante —1. Zu den zuvor gefundenen Dieder-
gruppen der Ordnungen 4, 8 und 12 kommen noch die zyklische Gruppe erzeugt von
einer Spiegelung und die Diedergruppe der Ordnung 6 hinzu. Dies beweist den

SATz D9.2 Es gibt 10 geometrische Kristallklassen von Gittern der Ebene: die Kon-
jugationsklassen von Drehungen der Ordnung 1, 2, 3, 4 und 6, die Konjugationsklasse
der von einer Spiegelung erzeugten Gruppen sowie die Konjugationsklassen der von
Spiegelungen erzeugten Diedergruppen der Ordnung 4, 6, 8 und 10.

BEMERKUNG D9.3 Die algebraische Struktur der orthogonalen Gruppe O(2,R) ist
sehr einfach; insbesondere macht es keine Miihe, alle endlichen Untergruppen zu finden

und in dieser Menge diejenigen Gruppen, die ein Netz invariant lassen, auszusondern.
Die Gruppe SO(2,R) ist abelsch und die Abbildung

p:R—>SO(2,R), t'_)(cost —sint)

sint  cost

induziert einen Isomorphismus p,: R/(Z - 2r) — SO(2,R). Dieser Isomorphismus
erlaubt es nachzuweisen, dass jede endliche Untergruppe von SO(2,R) zyklisch ist
und dass es fiir jede natiirliche Zahl m > 1 genau eine Untergruppe dieser Ordnung
gibt. Jede Matrix in O(2, R) . SO(2,R) ist eine Spiegelung; jede endliche Untergruppe
von O(2R), die nicht nur Drehungen besteht, hat gerade Ordnung, etwa 2m, besteht
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aus m Spiegelungen und eben so vielen Drehungen. Sie wird von 2 Spiegelungen
erzeugt, ist also eine Diedergruppe der Ordnung 2m.

Sei nun F' eine endliche Untergruppe von O(2,R), die ein Netz I' invariant lésst.
Dann wirkt F auf die Minimalmenge M(T'). Da jede Bahn der Drehuntergruppe
F NSO(2,R) die Eckenmenge eines regelméssigen Vieleckes ist und I' unter Diffe-
renzbildung angeschlossen ist, kann F'NSO(2,R) hochstens 6 Elemente haben; durch
direkte Rechnung tiberpriift man noch, dass F N SO(2,R) nicht Ordnung 5 aufweisen
kann. Also gibt es fiir F' nur die folgenden Félle:

(i) F wird erzeugt von einer der 5 Matrizen
2, 2, 2 \/g 1 ) 1 0 ’ 2 \/g 1 .

(ii) F ist konjugiert zu einer Gruppe, die von der Spiegelung ((1) _01) und einer der
5 oben aufgefithrten Matrizen erzeugt wird.

Diese 10 Gruppen treten auch wirklich auf, denn jede von ihnen ist Untergruppe der
Automorphismengruppe des quadratischen oder des hexagonalen Gitters.

9.1c  Arithmetische Klassen der Ebene

Die arithmetischen Klassen der Ebene lassen sich leicht aus den Ergebnissen der
vorangegangenen Nummern 9.1a und 9.1b herleiten. Ist (I, H’) ein Paar, bestehend
aus einem Netz und einer Untergruppe der Automorphismengruppe des Netzes, so
gibt wie in Nummer 9.1b eine Ahnlichkeitsabbildung o: R? - R?, derart dass das
Bildnetz I' = o(I"”) eine Minimalfolge hat, deren erster Vektor e; ist. Der zweite
Vektor v kann dann so gewéhlt werden, dass er die Bedingungen

vi+v3>1, oyl <3 und vy > 0. (D9.2)

erfiillt. Man beachte, dass o o H' 0 0=1 in O(R?) liegt — denn o ist eine Ahnlichkeits-
abbildung — und dass das Paar

(IH) = (o(I"), 00 H 007 )

daher arithmetisch dquivalent zum Paar (I, H') ist.
Wir nehmen erst an, die Norm von v sei grosser als 1. Da v? < 1 ist, gibt es dann
eine eindeutig bestimmte positive Zahl ¢ < 1, welche die Gleichung

vf+t2~02:1

erfiillt. Sei P: R? — R? die lineare Abbildung, welche 2 auf (z1,t - x5)" abbildet; sie
ist selbstadjungiert und positiv-definit. Aus Nummer 9.1b wissen wir, dass H in der
Gruppe Hz = {1, —1, pp, —pa} enthalten ist. Jede Abbildung in H3 kommutiert mit
der Abbildung P: dies ist klar fiir +1 und folgt fiir +pp aus der Rechnung:

Popp:x— (21, —22)" > (x1,—t - 22)",

Ph oP:x+— (xl,t-acg)t = (.rl,—t-wg)t.

Es liegt also Po H o P~! = H in O(R?), weshalb die Paare (I', H) und (P(T"), H)
arithmetisch dquivalent sind.
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Die bisherigen Uberlegungen zeigen, dass das Ausgangspaar (I, H') arithmetisch
dquivalent zu einem Paar (I'y, H C Aut(I'y) mit [[v| = 1 und |v;| < 1 ist. Wenn
|v1| keiner der Grenzfille, also weder 0 noch % ist, so haben e¢; + v und —e; + v
unterschiedliche Langen; wie in Nummer 9.1b nachgewiesen wurde, entsteht dann das
Gitter I, aus dem rechteckigen Gitter Z-(e1+v)+Z-(—e1 +v) durch Innenzentrierung
und Aut(T',) wird von der Spiegelung an den Geraden R - (e; + v) und R - (—e; 4+ v)
erzeugt. Sei L die lineare Abbildung, welche die geordnete Basis (€1 +ea, —e1 +€2) auf
die geordnete Basis (e1 + v, —ej 4 v) abbildet. Beziiglich der Standardbasis werden L
und L1 durch die Matrix

_ (1 wn 11 (v2 —u
A(O UQ) und A v2<0 1)

beschrieben. Die Rechnung

A. 0 1 Al L vy 1 2 —vr) o (vive 1—11% _ (v v2
1 0 vz \ug 0 0 1 v2 v% —V1 V9 vy —U1

zeigt dann, dass die Spiegelung pg an der Geraden mit der Gleichung xo = x1 durch L
in die Spiegelung an der Geraden R - (e; +v) konjugiert wird. Das Paar (I, Aut(T,))
ist somit arithmetisch dquivalent mit dem Paar (Z% gp({—1,p4}). Da v; = 0 das
quadratische und |vi| = 3 das hexagonale Gitter liefern, haben wir das folgende
Zwischenergebnis erzielt:

HivrssaTz D9.4 Jedes Paar (I, H' C Aut(I)) ist arithmetisch dquivalent einem
Paar der Form

(ZQ,H C Aut(Z*)) oder (Thexas H € Aut(Thexa)) -

Was jetzt noch zu tun bleibt, ist leicht, wenn auch die vielen kleinen Verifikationen
etwas umfangreich sind. Man bestimmt erst alle Untergruppen der Automorphismen-
gruppen des quadratischen und des hexagonalen Gitters. Im Falle des quadratischen
Gitters ist diese Aufgabe bereits in Nummer 5.1a, Beispiel 3, gelost worden; ihr Er-
gebnis wird durch Abbildung D.3 zusammengefasst.

gp({—1,pv}) gp({—1, pa})

gp({-1}) gp({pr}) | |ep(—{pr})| | ep({pa}) | BP({—{pa})

{1}

Abbildung D.3: Verband der Untergruppen der Diedergruppe der Ordnung 8
Als néichstes sollen die arithmetisch dquivalenten Paare der Form (Z2, H), (Z*, H')

bestimmt werden. Haben zwei der Paare diese Eigenschaft, so sind H und H’ konju-
gierte Untergruppen und insbesondere isomorph. Von den 3 Gruppen H der Ordnung
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4 ist die erste zyklisch, die beiden anderen sind isomorph zu Zs @ Zs; die erste Gruppe
ist also weder zur zweiten noch zur dritten Gruppe arithmetisch dquivalent. Gemass
Nummer 6.3b sind die zweite und dritte Gruppe nicht arithmetisch dquivalent.

Nun zu den Gruppen der Ordnung 2. Da eine Drehung und eine Spiegelung nicht
konjugiert sind, ist die von —1 erzeugte Gruppe zu keiner der 4 anderen Gruppen
arithmetisch dquivalent. Die zweite und die dritte Gruppe sind es hingegen, denn
die Drehung (z1,72)" +— (—x2,21)" vertauscht die x1- und die z3-Achse. Analog
sieht man, dass die vierte Gruppe arithmetisch dquivalent zur fiinften Gruppe ist.
Aus den Rechnungen in Nummer 6.3b folgt noch, dass die Gruppen gp({ps}) und
gp({pa}) nicht arithmetisch dquivalent sind. Somit vertreten die Untergruppen der
Automorphismengruppe Aut(Z?) des quadratischen Gitters 8 paarweise verschiedene
arithmetische Kristallklassen.

Das hexagonale Gitters lésst sich ganz #dhnlich untersuchen. Zunéchst braucht
man eine Liste der Untergruppen der Gruppe Aut(T'hexa); sie wird in Abbildung D.3
zusammengefasst.

9.2 Bestimmung der Ornamentgruppen
9.2a Punktgruppen ohne Spiegelungen

9.2b  Punktgruppen mit Spiegelungen

9.2c¢ Liste der affinen Typen von Ornamentgruppen
9.3 Anwendung auf Ornamente

9.4 Anwendung auf Pflasterungen

9.5 Anhang: Verallgemeinerung der ebenen Gittertypen
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D10 Geometrische Kristallklasssen des E3

Die Bestimmung der geometrischen Kristallklassen eines Euklidischen Vektorraumes
E lauft nach Korollar C6.7 auf die Aufgabe hinaus, alle endlichen Untergruppen der
orthogonalen Gruppe O(E), die ein Gitter invariant lassen, zu finden und diese Un-
tergruppen beziiglich Konjugation in O(E) zu klassifizieren.

Im Falle des 3—dimensionalen Raumes ist diese Aufgabe bereits in der ersten Halfte
des 19. Jahrhunderts gelost worden. Dass dies schon so frith gelang, hingt an zwei
Besonderheiten der orthogonalen Gruppe O(E?) und am Ergebnis der Klassifikation:

« Die orthogonale Gruppe O(IE?) ist das direkte Produkt der Untergruppe SO(E?)
und der zyklischen Gruppe {1, —1}. 2

o Die Elemente der Gruppe SO(EE?) sind alle von der gleichen Art, sie sind Rota-
tionen ¢ um eine Achse £,.

e Die meisten der gefundenen Gruppen sind Symmetriegruppen von Polyedern,
die den Kristallographen zu Beginn des 19. Jahrhunderts vertraut waren; al-
le sind Untergruppen entweder der Symmetriegruppe eines Wiirfels oder der
Symmetriegruppe eines geraden Prismas, dessen Querschnitt ein regelméssiges
Hexagon ist.

In diesem Abschnitt wird die Liste der geometrischen Kristallklasssen erarbeitet,
zuerst mit einer geometrischen Methode, danach mit einem algebraischen Verfahren,
das auf die Arbeit [Frllc] von G. Frobenius zuriickgeht. Als Anwendung bespreche
ich die (idealisierten) Formen der makroskopischen Kristalle.

10.1 Endliche Untergruppen der speziellen orthogonalen
Gruppe SO(E?)

Sei H eine endliche Gruppe des speziellen orthogonalen Gruppe des 3—dimensionalen
Raumes E3; wir setzen im folgenden voraus, H bestehe nicht nur aus der Identitét.
Jedes Element ¢ # 1 ist eine Drehung um eine vektorielle Gerade, namlich den
Eigenraum Fi(p) von ¢ zum Eigenwert 1. Ist ¢ eine zweite Drehung in H, so ist
thopor)p~t eine Drehung, welche die Gerade 1)(F1(¢)) zum Eigenraum des Eigenwerts 1
hat. Da die Drehung oot in H liegt, zeigt dieser Sachverhalt, dass die kanonische
Wirkung der Gruppe H auf E* das System der Geraden £ = {E1(¢ | ¢ € H ~ {1} }
permutiert. Jede Gerade dieses Systems durchstdsst die Einheitssphire S? in zwei
antipodalen Punkten p und —p; sie werden Pole der Drehung ¢ genannt.

Sei P die Menge der Pole aller Elemente von H ~\ {1}. Da die Gruppe H auf dem
System der Geraden £ wirkt und die Einheitssphére auf sich abbildet, wirkt sie auch
auf der Menge der Pole. Unter ihrer Wirkung zerféllt P in Bahnen; seien py, po, ...,
pir Vertreter dieser Bahnen. Aus der Analyse der Wirkung von H erhélt man eine
numerische Beziehung zwischen der Anzahl m der Bahnen und den Ordnungen der
Gruppe H sowie der Standuntergruppen Stz (p;); mit ihrer Hilfe bestimmt man dann
die endlichen Untergruppen der Gruppe SO(E?).

?Eine analoge Aussage gilt fiir jeden Euklidischen Vektorraum ungerader Dimension.
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10.1a Herleitung einer numerischen Beziehung

Die Summe s = > 5 (| Stu(p)| — 1) lisst sich auf zwei Arten interpretieren: sie ist
gleich 2(|H| — 1), denn jede Drehung ¢ # 1 von H hat genau eine Achse und kommt
daher in der Standuntergruppe von genau zwei Polen vor. Andererseits teilen sich die
Pole von H auf m Bahnen der Lange |H|/|Sty(pr)| auf; daher gilt auch

=3 St - 1

L<k<m | Sta(pr)|

Durch Gleichsetzen der gefundenen Ausdriicke erhélt man die Beziehung

2(1# - 1) = ¥, g (1Stn )] — 1)

dividiert man sie durch die Ordnung von H, kommt man zur Gleichung

2 1
- [H] ZlSkSm (1 - m) : (D10.1)

Die linke Seite dieser Gleichung liegt im Intervall [1, 2[, die rechte im Intervall [m /2, m][,
denn jeder Pol wird von mindestens einer Drehung festgehalten, welche nicht die
Identitét ist. Somit ist m = 2 oder m = 3.

10.1b  Gruppen, deren Polmenge zwei Bahnen hat

Gilt m = 2, so vereinfacht sich obige Gleichung (D10.1) zu

2
1]~ TStulpn)] * TStual

Da die Standuntergruppen Sty (p1) und Sty (p2) in H enthalten sind, kann die Glei-
chung nur gelten, wenn St (p1) = St (p2) = H ist. Es gibt also insgesamt nur zwei
Pole und daher eine einzige, gemeinsame Drehachse. Aus der Tatsache, dass die end-
lichen Untergruppen der SO(2,R) zyklisch sind, folgt weiter, dass H zyklisch ist. Da
SO(E3) auf der Menge der vektoriellen Geraden transitiv operiert und es in SO(2,R)
fiir jede natiirliche Zahl h > 1 genau eine Untergruppe der Ordnung h gibt, ergibt
sich schliesslich das folgende Resultat:

HiLrssATZ D10.1 Jede Untergruppe H C SO(E?), deren Elemente eine gemeinsa-
me Drehachse haben, ist zyklisch; umgekehrt haben die Drehungen jeder zyklischen
Untergruppe von SO(E3) eine gemeinsame Drehachse. Zwei zyklische Untergruppen
gleicher endlicher Ordnung sind konjugiert und zu jeder natirlichen Zahl h > 1 gibt
es eine zyklische Untergruppe der Ordnung h.

10.1c  Gruppen, deren Polmenge aus drei Bahnen besteht
Fiir m = 3 vereinfacht sich Gleichung (D10.1) zu

2 1 1 1
= + + :
[H| [Sta(p)l  [Sta(p2)l * 1Stu(ps)|

Indem man, falls nétig, die Pole p;, p2 und p3 neu nummeriert, kann man erreichen,
dass die Ungleichungen

n1 = [Stu(p1)| < n2 =[Sty (p2)| < ns = [Stu(ps)] (D10.3)

1+

(D10.2)
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gelten. Da die linke Seite der Gleichung (D10.2) grésser als 1 = & + 1 + £ ist, muss
ny = 2 sein. Setzt man den gefundenen Wert von n; in der Gleichung ein, kommt
man zu

N | —

L2211 (D10.4)

Da die linke Seite grosser als % = i + i ist, muss ng entweder 2 oder 3 sein. Ist
ny = 2, liefert Gleichung (D10.4) die Beziehung |H| = 2 - ng; ist hingegen ng = 3,
bekommt man die Beziehung

12713

6*7L3-

12 1 |H| 1 1\" 6-ng
S 42— folglich o = (2} = d daher |H| =
AT IS olglich — (Tlg 6) - und daher |H|

Diese Beziehung lehrt, dass ng einen der Werte 3, 4 oder 5 haben muss; die entspre-
chenden Werte fiir die Ordnung von H sind dann 12, 24 und 60. Zusammengefasst
haben wir das Ergebnis:

HiLFssATz D10.2 Seien H eine endliche, nicht-zyklische Untergruppe der SO(E?)
und P die Menge der Pole der Drehungen in H ~ {1}. Unter der kanonischen Wir-
kung von H auf P zerfdllt dann P in drei Bahnen; seien p1, p2 und p3 Vertreter dieser
Bahnen, die so nummeriert sind, dass die Ungleichungen (D10.3) gelten. Dann erfiil-
len die Zahlen ny, ne , ng und |H| eine der folgenden Bedingungen:

(i) n1 =ne =2 und |H| =2 -n3 > 4;
(ii) (n1,m2,n3) = (2,3,3) und |H| = 12;
(ii) (n1,n2,n3) = (2,3,4) und |H| = 24;

(ZU) (n17n27n3) = (2,375) und |H| = 60.

BEMERKUNG D10.3 Multipliziert man Gleichung (D10.2) mit |H|, erhalt man eine
einfache Beziehung zwischen der Ordnung |H| der Gruppe und der Anzahl der Pole,
némlich

card(P) = |H| + 2. (D10.5)

In der Tat: P besteht aus den drei Bahnen H.py, H.ps und H.p3 und die rechte Seite
der mit H multiplizierten Gleichung (D10.2) ist die Summe der Léngen dieser Bahnen.

In den folgenden Nummern 10.1d bis 10.1h wird gezeigt werden, dass es zu jedem
System von Parametern (ny,nz2,n3), das von obigem Hilfssatz zugelassen ist, endliche
Untergruppen der SO(E?) gibt, die diese Parameter besitzen, und dass diese Gruppe
untereinander konjugiert sind. Die Analyse wird in jedem Einzelfall so gefithrt werden,
dass zuerst angenommen wird, eine Gruppe H, welche die Parameter erfiille, existie-
re. Aus dieser Annahme werden dann weitere Eigenschaften der Gruppe hergeleitet,
die es einem erlauben, konkret zu sagen, wie die Gruppe H aussehen muss, falls es
sie iiberhaupt gibt. Dann wird bewiesen, dass es eine Gruppe mit den gefundenen
Eigenschaften gibt und dass sie bis auf Konjugation in SO(IE?) eindeutig ist.
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10.1d  Gruppen mit Parametern (nq1,na,ns) = (2,2,2)

Sei H C SO(E?) eine Gruppe mit Parametern (ny,n2,n3) = (2,2,2). Dann hat H
vier Elemente, also nach Gleichung (D10.5) genau 6 Pole; sie verteilen sich auf die
drei Achsen der Drehungen @1, @2 und @3, welche die Standuntergruppen Sty (p1),
Stz (p2) und St (ps) erzeugen; diese Standuntergruppen haben alle drei die Ordnung
2. Da ¢1 und @9 Drehungen um verschiedene Achsen sind, ist Thre Zusammensetzung
nicht die Identitét; es muss also die Beziehung @9 0 o1 = 3 gelten.

Sie impliziert, dass die Achse R - p3 der Drehung ¢3 senkrecht auf der von p; und
po aufgespannten Ebene U steht. Seien nadmlich w ein Vektor positiver Léange, der
senkrecht auf U steht, und p1, p und po die Spiegelungen an den vektoriellen Ebenen
R-w+R-p;, U und R-ps +R-w. Dann sind ¢1 = po p; und ¢y = ps o p, und daher

P3=p20p1=(p20op)o(pop1)=p2op1

Es ist also ¢ eine Drehung um die Gerade R - w, die auf U senkrecht steht, weshalb
p3 € R - w ebenfalls auf U senkrecht steht. Da ¢3 die Ordnung 2 hat, folgt weiter,
dass auch p; und ps orthogonal sind. Die Vektoren p;, po und p3 bilden also eine
Orthonormal-Basis B von E3.

Sind umgekehrt B eine geordnete Orthonormal-Basis von E3 und ¢1,p2 und @3
die Drehungen der Ordnung 2 um diese Achsen, so gelten die Relationen

P20 @Y1 = P10 P2 = 3.

Sie implizieren, dass die drei Drehungen eine Gruppe die Ordnung 4 erzeugen. Die
Eindeutigkeit bis auf Konjugation ergibt sich schliesslich aus dem Umstand, dass die
Gruppe O(E?) auf den Orthonormal-Basen von E3 transitiv wirkt.

10.1e  Gruppen mit Parametern (n1,ng) = (2,2) und ng > 2

Sei nun H C SO(E?) eine Gruppe mit Parametern (n1,n2) = (2,2) und n3 > 2. Die
Ordnung der Gruppe ist dann 2 - n3. Die Standuntergruppe N = Sty (p3) besteht
aus n3 Rotationen um die Achse R - p3; nach Hilfssatz D10.1 ist sie zyklisch, etwa
erzeugt von v, und sie hat Index 2 in H, weshalb sie ein Normalteiler ist. Sei ¢
eine Drehung der Ordnung 2, welche die Standuntergruppe Sty (p1) erzeugt. Diese
Drehung bildet die Drehachse R - p3 von ¢ auf die Drehachse der Drehung ¢ oo @1’1
ab; weil N ein Normalteiler ist, liegt diese Drehung in N. Es folgt, dass ¢1(p3) = —p3
ist, denn p3 liegt nicht auf der Drehachse von i, und dass p; auf p3 senkrecht
steht. Ebenso sieht man, dass py orthogonal zu ps ist. Die Bahnen H.p; und H.ps
enthalten je |H|/2 = n3 Punkte; andererseits liefern die Drehungen in N bereits ng
paarweise verschiedene Punkte. Somit sind H.p; = N.p; und H.ps = N.ps, weshalb
diese Bahnen die Eckenmenge von regelmaéssigen Vielecken mit n3 Ecken sind, welche
der Einheitskreislinie der Ebene U = (R - p3)* einbeschrieben sind. Falls n3 ungerade
ist, liegt der Pol —p; nicht auf der Bahn H.p;, weshalb die Bahn H.p; gleich —H.p;
ist. Ist hingegen nj3 gerade, so ist —p; ein Punkt der Bahn von H.p;. Da die Bahn
H.py aber durch die Drehung ¢ auf sich abgebildet wird, bildet die Vereinigung der
Bahnen H.p; und H.py die Eckenmenge eines regelmaéssigen 2ns—Ecks.

Diese genauen Informationen iiber die Lage der Bahnen H.p;, H.ps und H.ps =
{p3, —p3} erlauben umgekehrt den Nachweis, dass es eine Gruppe H C SO(E?) mit
den Parametern (2,2, n3) gibt und dass sie bis auf Konjugation eindeutig ist.
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10.1f Gruppen mit Parametern (ny,na,n3) = (2,3, 3)

Sei H C SO(E3) eine Gruppe mit den Parametern (ny,n2,n3) = (2,3,3); ihre Ord-
nung ist 12. Da ng = 3 ist, enthélt H eine Drehung @2 der Ordnung 3 mit Achse
R - po. Die Lénge der Bahn durch py ist |[H|/3 = 4; seien p2 und a, b, ¢ die Punkte
dieser Bahn. Ich behaupte, sie bilden die Ecken eines regelméssigen Tetraeders 7. Da
auf der Achse R - po nur 2 Pole liegen, liegt einer der drei Punkte a, b und ¢ nicht auf
ihr; sei etwa a ¢ R - py. dann sind a, p2(a) und ¢3(a) paarweise verschiedene Punkte
der Menge {a, b, c}, weshalb die Menge {a, b, c} mit der Menge {a, v2(a), p3(a)} zu-
sammenfillt. Wir kénnen annehmen, es seien b = ps(a) und ¢ = ¢%(a). Dann aber
ist
d2(p2,b) = da2(p(p2), p2(a)) = da(p2, a);

ebenso sieht man, dass die Distanz zwischen ps und c gleich jener zwischen ps und
a ist. Da die Rolle, welche p, in dieser Uberlegung spielt, auch von den Polen a, b
oder ¢ iibernommen werden kann, ergibt sich, dass die Distanzen zwischen je zwei der
4 Pole p2, a, b und c gleich sind, weshalb diese Pole die Ecken eines regelméssigen
Tetraeders 7 bilden, das der Einheitssphiire des Raumes E? einbeschrieben ist.

Da —ps keine Ecke des Tetraeders 7 ist, muss —po zur Bahn H.ps gehoren. Es
folgt, dass H.ps die Eckenmenge des Tetraeders —7 ist. Da ny = 2 ist, enthélt H eine
Drehung der Ordnung 2; da |H|/2 = 6 ist, gibt es genau 3 Drehungen der Ordnung 2.
Ist ¢ eine solche Drehung, so permutiert sie die Ecken des Tetraeders 7; da sie keine
Ecken festhalten kann, ist sie ein Produkt von zweier Transpositionen. Geometrisch
interpretiert heisst dies, dass die Achse von ¢ durch die Mittelpunkte von zwei Kanten
des Tetraeders geht, die keinen Endpunkt gemeinsam haben.

Die Existenz einer Gruppe H mit den Parametern (2, 3, 3) ergibt sich nun aus dem
Umstand, dass zwei regelméssige Tetraeder &hnlich sind, und dass die Drehgruppe des
Tetraeders mit der Eckenmenge

a=e —ey—e3, b=—e1+es—e3, c=—e1—es+e3, d=e3+es+es

die Ordnung 12 hat, falls (eq, ea,e3) eine Orthonormalbasis von E? ist. Die Eindeu-
tigkeit bis auf Konjugation folgt aus der Tatsache, dass zwei regelméssige Tetraeder

R
2N

a

10.1g  Gruppen mit Parametern (nq,ne,n3) = (2, 3,4)

Sei H C SO(EE?) eine Gruppe mit den Parametern (ni,ns,n3) = (2,3,4); ihre Ord-
nung ist dann 24. Da ny = 3 ist, enthélt H eine Drehung ¢4 der Ordnung 3 mit Achse
R-psy. Die Bahn H.p, durch py enthélt dann |H|/3 = 8 Pole. Da kein weiterer Pol eine
Standuntergruppe der Ordnung 3 hat, verteilen sich die 8 Pole auf 4 Achsen. Diese
Achsen spannen den ganzen Raum auf, denn die von zwei Achsen aufgespannte Ebene
ist nicht invariant unter einer Drehung der Ordnung 3 um eine der zwei Achsen.
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Da ns = 4 ist, gibt es eine Drehung 14 der Ordnung 4. Da keiner der 8 Pole der
Bahn H — py von 13 festgehalten wird, zerfillt die Bahn durch py unter der Wirkung
der von 14 erzeugten Gruppe in zwei Teilbahnen der Lénge 4. Jede dieser Teilbahnen
liegt in einer Ebene senkrecht zur Achse R - p3. Sei Q = {a,b,c,d} die erste dieser
Teilbahnen; sie ist die Eckenmenge eines Quadrates. Dann ist —Q = {—a, —b, —¢, —d}
die andere Teilbahn. Die Bahn H.p, ist daher die Eckenmenge eines geraden Prismas
mit quadratischen Querschnitt. Weil das Prisma die Drehung der Ordnung 3 um
die Ecke a zuldsst, muss seine Hohe gleich der Seitenlinge des Quadrates mit der
Eckenmenge @) sein; das Prisma ist also ein Wiirfel.

Die Existenz einer Gruppe H mit den Parametern (2, 3, 4), sowie ihre Eindeutigkeit
bis auf Konjugation, ist nun eine Folge der Tatsachen, dass zwei Wiirfel ahnlich sind
und dass die Drehgruppe eines Wiirfels genau 24 Rotationen umfasst.

10.1h  Gruppen mit Parametern (ny,n2,n3) = (2,3,5)

Sei schliesslich H ein Gruppe mit den Parametern (n1,n9,n3) = (2,3,5). Da ng =5
ist, enthalt sie eine Untergruppe der Ordnung 5, also auch eine Drehung der Ordnung
5. Die Bahn der des Poles p3 enthilt dann |H|/5 = 12 Punkte. Mit Uberlegungen,
die jenen der Nummern 10.1f und 10.1g &hnlich sind, kann man dann nachweisen,
dass die Bahn H — p3 die Eckenmenge eines regelmiissigen Ikosaeders ist. 3 Will man
die Existenz einer solchen Gruppe und ihre Eindeutigkeit bis auf Konjugation zeigen,
muss man erst die Existenz von regelméssigen Tkosaedern begriinden und nachweisen,
dass zwei derartige Polyeder dhnlich sind, falls ihre Ecken auf einer Sphére liegen,
und dass die Drehgruppe eines regelméssigen Ikosaeders 60 Elemente hat.

Ich werde die Details des Beweises nicht ausfiithren, da die Drehgruppe eines re-
gelmaéssigen Tkosaeders kein Gitter invariant ldsst und daher kein Vertreter einer geo-
metrischen Kristallklasse sein kann.

10.1i  Liste der geometrischen Kristallklassen in SO(E3)
In den Nummern 10.1b bis 10.1h sind die endlichen Untergruppen von SO(E?) be-

stimmt worden. Das Ergebnis ldsst sich so zusammenfassen:

SATZ D10.4 Seien B = (b1, ba,b3) eine Orthonormalbasis des Euklidischen Raumes
E? und 1, po und vy, die Drehungen, die beziiglich der Basis B durch die Matrizen

1 0 0 00 1
(pr)g=10 =1 0|, (p2)p=1|1 0 0], (D10.6)
0 0 -1 01 0
cos(2n/k) —sin(2w/k) 0O
(¥n) 5 = | —sin(@n/k)  cos(2r/k) 0| firke{0,1,2,..} (D10.7)
0 0 1

dargestellt werden. Dann ist jede endliche Untergruppe von SO(E?) konjugiert zu einer
der folgenden Gruppen:

(i) zyklische Gruppe Cy, der Ordnung k erzeugt von y;

(i) Diedergruppe Dy der Ordnung 2k erzeugt von @1 und y;

3Siehe etwa [NST94], Seiten 180 und 181.
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(iii) Drehgruppe T des Tetraeders T mit den Ecken
b1 —bz — b3, —bi+0by—b3z, —b1—ba+bz, b1+bs+0bs;
die Gruppe wird erzeugt von den Drehungen p1 und po und hat Ordnung 12.

(iv) Drehgruppe O des Wiirfels W mit den Ecken +by &by £ bs; sie wird erzeugt von
den Drehungen @ und 4 und hat Ordnung 24.

(v) Drehgruppe eine regelmdassigen Dodekaeders; die Ordnung dieser Gruppe ist 60.

Als niichstes will ich jene endlichen Untergruppen der SO(E? finden, die ein Gitter
invariant lassen. Den Schliissel liefert der

HiLrssaTz D10.5 Die Ordnung k einer Drehung v, die ein Gitter von E? auf sich
abbildet, ist 1, 2, 3, 4 oder 6.

Proof. Die Spur von ¢ héngt nicht von der gewiahlten Basis ab. Berechnet man sie
mit Hilfe einer Z-Basis eines Gitters, welche die Drehung ¢ auf sich abbildet, erhélt
man eine ganze Zahl; verwendet man hingegen eine Orthonormalbasis B = (by, ba, b3),
deren erster Vektor auf der Drehachse U von v liegt, wahrend die beiden anderen Vek-
toren das Orthogonalkomplement von U aufspannen, so die Spur gleich 1 4 2cost.
Also ist cost € {1,—1, f%, 0, %}, dem gemiiss besitzt ¢ die Ordnung 1, 2, 3, 4, bezie-
hungsweise 6. O

Satz D10.4 zihlt alle Konjugationsklassen endlicher Untergruppen von SO(E?)
auf. Eliminiert man aus dieser Liste alle Gruppen, die Drehungen enthalten, deren
Ordnungen die Konklusion von Hilfssatz D10.5 nicht erfiillen, so verbleiben 11 Kon-
jugationsklassen. Jeder Vertreter einer dieser Klassen ldsst ein kubisches oder ein
hexagonales Gitter invariant. Die folgende Abbildung D.4 stellt den Verband der 11
geometrischen Klassen dar, wahrend Theorem D10.6 Vertreter dieser Klassen analy-
tisch beschreibt.

24 O
12 T Ds
8 Dy |
6 D3 Cs
4 Cy Dy

3 Cs

2 Cs

1 Ch

Abbildung D.4: Verband der geometrischen Kristallklassen der Gruppe SO(EE?)
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HAUPTSATZ D10.6 In SO(E?) gibt es genau 11 geometrische Kristallklassen. Sind
B = (b1, ba,bs) eine Orthonormalbasis und @1, o sowie ¥y mit k € {1,2,3,4,6} die
Drehungen, welche beziiglich der Basis B durch die Matrizen

1 0 0 0 0 1
(p1)g=10 -1 0], (p2)g=(1 0 0], (D10.8)
0O 0 -1 01 0
cos(2r/k) —sin(2w/k) 0O
(W)B: —sin(2n/k)  cos(2m/k) O] firke{0,1,2,...}. (D10.9)
0 0 1

dargestellt werden, so werden diese Klassen durch die folgenden 11 Gruppen vertreten:
(i) zyklische Gruppe Cy der Ordnung k erzeugt von y;

(ii) Diedergruppe Dy, der Ordnung 2k erzeugt von o1 und ¥y;

(iii) Drehgruppe T' eines Tetraeders, die von den Drehungen @1 und @9 erzeugt wird.

(iv) Drehgruppe O eines Oktaeders oder Wiirfels, die von den Drehungen @o und 14
erzeugt wird.

Abbildung D.5 zeigt noch die Symmetrie-Elemente der 10 geometrische Kristallklassen
mit mehr als einem Element.

*o

Abbildung D.5: Symmetrie-Elemente der geometrischen Kristallklassen in SO(IE?)

10.2 Endliche Untergruppen der orthogonalen Gruppe O(E?)

Fiir jeden Euklidischen Vektorraum E ist die spezielle orthogonale Gruppe SO(E) eine
Untergruppe der orthogonalen Gruppe O(E) vom Index 2, denn SO(E) ist der Kern
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des Homomorphismus det: O(E) — R ~ {0}, die Determinante jedes Elementes von
O(E) \SO(E) ist —1 und die Determinante einer Spiegelung ist —1. Jede orthogonale
Abbildung ¢ der Ordnung 2, welche nicht in SO(E) liegt, erzeugt daher eine Kom-
plement des Normalteilers SO(E) in O(E) und O(E) ist das (interne) semi-direkte
Produkt von SO(E) und der Gruppe gp(«).

10.2a Endliche Untergruppen von O(E) bei ungerader Dimension des Raumes

Ist die Dimension n von E ungerade, so ist det(—1) = —1" = —1; da —1 die Ord-
nung 2 hat und mit allen Abbildungen von SO(E) kommutiert, ist dann O(E) das
(interne) direkte Produkt von SO(E) und der zyklischen Gruppe gp(—1). Die Unter-
gruppen eines solchen direkten Produktes stehen in engem Zusammenhang mit den
Untergruppen des ersten Faktors; es gilt namlich

HiLFssaTz D10.7 Seien G eine Gruppe, Gt <1 G ein Normalteiler vom Index 2 und
2z € GNGT ein Element der Ordnung 2, das mit allen Elementen von GT kommutiert.
Dann gibt es drei Arten von Untergruppen U von G:

1. esistU CGT;

2. es ist z € U. Dann ist U das direkte Produkt von UT = U N G und der
zyklischen Gruppe gp(z);

3. es sind z ¢ U und U ¢ G*. Dann liefert die Zuordnung
1 + +
fra ®  JdlseeUT=UNGT, (D10.10)
z, fallszeU~NUT.

einen injektiven Homomorphismus f von U auf eine Untergruppe U von G*.
Weiter ist UT = U NU eine Untergruppe vom Index 2 in U.

Proof. Es ist klar, dass einer der 3 Falle 1, 2 oder 3 vorliegen muss. In Fall 1 wird
nichts behauptet. Sei nun z € U. Ist u € U ~\ U™, so liegt v -z € G+, denn GT hat
Index 2 in G und z ¢ GT. Es folgt, dass U Index 2 in U hat und U das interne
direkte Produkt von U™ und der zyklischen Gruppe erzeugt von z ist.

Seien schliesslich z ¢ U und U ¢ G*. Die folgende Rechnung zeigt, dass die
Abbildung f: U — G ein Homomorphismus ist:

UL - Us, falls uy € Ut und ug € UT,

UL - 2) - us = (ug - ug) - 2, falls uy ¢ Ut und ug € U™,

Pl - fug) = { (1 7) e = o 2) R
uy - (ug - z) = (ug - ug) - 2, falls u; e UM und ug ¢ U™,

(urp-2) (ug-2)=(uy -uz), fallsu; ¢ Ut und us ¢ U,

= f(u1 - ua).

Sie ist injektiv, denn die Einschrinkung von f auf UV ist die Identitéit auf U™, daher
injektiv, und z = 2! liegt nicht in U, weshalb kein Element von U~ U™ im Kern von
f liegen kann. Seiy € H\UT. Dannsind U = UTUUT -y und U = UTU(UT - (y-2));
dies zeigt insbesondere, dass UT Index 2 in U hat und Ut = U N U ist. O
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10.2b  Endliche Untergruppen der zweiten Art

Dank obigem Hilfssatz D10.7 ist es nun leicht, die Liste der endlichen Untergruppen H
von O(E?) aufzustellen Wie im Hilfssatz treten 3 Fille auf. Eine Untergruppe ist von
der ersten Art, falls sie in SO(E?) enthalten ist; sie gehort dann zu den Gruppen, die in
Satz D10.4 aufgezahlt sind. Sie ist von der zweiten Art, falls sie die Raumumkehrung
—1 enthélt; in diesem Fall ist sie das direkte Produkt von H* = H NSO(E?) und der
zyklischen Gruppe Z = {1, —1}. Dabei ist H* eine der in Satz D10.4 ausgezihlten
Gruppen. Weil zwei Gruppen H und H’, die —1 enthalten, genau dann konjugiert
sind, falls die Untergruppen H™ und (H')* in SO(E?) oder in O(E?) konjugiert sind,
4 gibt jede Konjugationsklasse von endlichen Untergruppen der ersten Art Anlass
zu genau einer Konjugationsklasse von endlichen Untergruppen der zweiten Art in
O(E3).

Insbesondere folgt aus Theorem D10.6, dass es 11 geometrische Kristallklassen
zweiter Art gibt. Abbildung D.6 zdhlt 10 dieser Konjugationsklassen auf.

-

D34

ll
gl

Ty

Abbildung D.6: Symmetrie-Elemente der geometrischen Kristallklassen zweiter Art

BEMERKUNG D10.8 Die Kristallographen bezeichnen die geometrischen Kristallklassen
auf zwei Weisen. Die erste geht auf Arthur SCHOENFLIES (1853-1928) zuriick und
entspricht in etwa den noch heute in der Gruppentheorie verwendeten Bezeichnun-
gen. Die andere Bezeichnungsweise, die so genannte Internationale Notation, stammt
von den Kristallographen Carl HERMANN (1898-1961) und Charles-Victor MAUGUIN
(1878-1958); sie ist sprechender, aber gewohnungsbediirftig.

Die geometrischen Kristallklassen der ersten Art sind zyklisch, Diedergruppen oder
die Drehgruppen eines Tetraeders oder eines Oktaeders; Schoenflies verwendet fiir sie

4Man beachte, dass O(E?) von SO(E3) und —1 erzeugt wird und dass Konjugation mit —1 die
Identitét auf O(E3) induziert.
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Bezeichnungen, die man heute so schreibt:
C1,C2,C3,C4,Cs, Da,D3,Dy,Dg und T, O.
Die Internationalen Symbole dieser Klassen sind
1,2,3,4,6, 222,32,422,622, und 23,432.

Bei den Diedergruppen wird die Anzahl der Drehungen um die (senkrechte) Haupt-
achse als erste genannt; bei den Klassen des kubischen Systems zuerst die Anzahl der
Drehungen um die Koordinatenachsen. dann jene um die Raumdiagonalen, endlich
jene um weitere Achsen (nur im Fall der Oktaedergruppe).

Nun zu den geometrischen Kristallklassen der zweiten Art. Schoenflies verwendet
fiir die Inversion —1 das Symbol J, das man spéter durch ¢ ersetzt hat. Demgemass
sollte man die Gruppen Dy x {1, —1} mit Dy; bezeichnen. Nun sind aber fiir Schoen-
flies, ebenso wie fiir die praktischen Kristallographen von heute, nicht so sehr die
Symmetrie-Operationen als die Symmetrie- Elemente, also Drehachsen, Spiegelebenen
und Drehspiegelebenen, von Bedeutung. Ist ¢ eine Drehung der Ordnung 2, so ist
—p = (—1) o ¢ eine Spiegelung, besitzt also eine Spiegelebene, welche man zeichnen
kann. Falls die Drehachse vertikal ist, ist die Spiegelebene horizontal, was Schoenflies
mit dem Exponenten h bezeichnet; man schreibt ihn heute als Index. Die moderni-
sierten Schoenfliesschen Symbole der geometrischen Kristallklassen zweiter Art sind
daher

Ci, Con, Csi, Cap, Cop,  Dap, D3q, Dap, Dgp, und T}, Op,.

Die Bezeichnung Dsq fiir D3 x gp(—1) erklirt sich so: D3 enthilt die 2— zéhlige
Drehung um die vertikale Achse nicht; daher enthélt das Produkt D3 x gp(—1) die
Spiegelung an der horizontalen Ebene nicht. Hingegen gibt es in D3 Drehungen der
Ordnung 2 um horizontale Achsen. Fiir jede dieser ¢ Drehungen ist dann —¢ eine
Spiegelung an einer vertikalen Ebene; normalerweise bezeichnet man eine solche Ebene
mit dem Index v. Nun enthélt aber keiner der vertikalen Spiegel eine der horizontalen
Drehachsen, vielmehr sind diese Spiegel Mittelebenen von horizontalen Drehachsen;
auf das Vorliegen dieser Mittelebenen weist der Index d (fiir ,diagonal®) hin.

Die internationalen Symbole der geometrischen Klassen zweiter Art sind:

T2 _ 3 4 _ 6 _

1, m —2/m, 3, m 4/m, m —6/m,
%%%:mmm, 3%:3771, %%%:4/mmm, %%%*G/mmm,
23=m3, 243Z =m3m

m m m

Man beachte, dass es vollstandige und verkiirzte Symbole fiir viele dieser Klassen gibt.

10.2¢  Endliche Untergruppen der dritten Art

Eine Untergruppe H C O(E? ist von der dritten Art, falls die Rauminversion —1
nicht zu H gehort und H nicht nur aus Rotationen besteht. Ersetzt man in ihr jede
orthogonale Abbildung, die keine Rotation ist, durch —1 o = —1, so erhélt man
eine Menge U von Rotationen; nach Hilfssatz D10.7 ist diese Menge eine Untergruppe
von SO(IE3), also eine der in Satz D10.4 ausgezihlten Gruppen. Weiter ist HT =
H N SO(E?) eine Untergruppe vom Index 2 in H. Die Gruppe H kann man aus H
zuriickgewinnen, indem man jede Abbildung ¢ € H~ H* durch  ersetzt.
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Auf Grund dieser Uberlegungen kann man die endlichen Untergruppen der drit-
ten Art so finden. Man sucht in der Liste von Satz D10.4 Paare von Untergruppen
(H,H™"), bei denen HT eine Untergruppe von H vom Index 2 ist. Ist o € H ~ HT,
so ist dann H = HY U (H™ o (—¢)) eine Gruppe der dritten Art. Wie in Satz D10.4
treten Félle (i) bis (v) auf.

(i) H ist zyklisch mit Ordnung k. Die Gruppe hat genau dann eine Untergruppe
vom Index 2, falls k£ gerade ist. Ist k£ gerade und bezeichnet ¢, die Drehung, die
beziiglich einer Orthonormalbasis B durch die Matrix (D10.7) beschrieben wird, so
erzeugt —y eine zyklische Untergruppe der dritten Art; beziiglich der Basis B wird
—1p durch die Matrix

—cos(2m/k)  sin(27/k) 0
(=)= | —sin(2r/k) —cos(2r/k) 0 (D10.11)
0 0 -1

dargestellt. Es ist —1)y, eine Spiegelung, falls k = 2 ist, und sonst eine Drehspiegelung.
Fall (i) gibt Anlass zu 3 geometrischen Kristallklassen dritter Art. Sie sind in der

néchsten Abbildung dargestellt.

Cs Sy Csn
Abbildung D.7: Geometrische Kristallklassen dritter Art — Fall (i)

BEMERKUNG D10.9 Die modernisierten Schoenfliesschen Bezeichnungen sind recht
verwirrend. Das Symbol Cy bedeutet, dass es sich um eine zyklische Gruppe han-
delt, welche von einer Spiegelung erzeugt wird. Die andern zwei Gruppen sind beide
von einer Drehspiegelung erzeugt: das Symbol Sy bezeichnet eine Drehspiegelung der
Ordnung 4, das Symbol Cs;, weist darauthin, dass die Gruppe von einer 3-zdhlige
Drehung um die (senkrechte) Hauptachse und einer Spiegelung an einer horizontalen
Ebene erzeugt wird. Die internationalen Bezeichnungen der drei Gruppen sind m, 4
und 6.

(ii) H ist eine Diedergruppe Dy, mit Ordnung 2k, erzeugt von den Drehungen ¢
und . Diese Gruppe enthélt eine offensichtliche Untergruppe vom Index 2, nadmlich
die zyklische Untergruppe H erzeugt von ¢y ; falls k ungerade ist, so ist sie die einzige
Untergruppe vom Index 2. Die entsprechende Gruppe dritter Art wird dann von —¢,
und v, erzeugt. Dieser Unterfall fithrt zu 4 neuen geometrischen Kristallklassen. Das
typische an ihnen sind die Scharen von Spiegelungsebenen, welche die ,vertikale®
Achse R - b3 gemeinsam haben.

BEMERKUNG D10.10 Die modernisierten Schoenfliesschen Bezeichnungen sind selbst-
redend, die entsprechenden internationalen Symbole lauten

2mm, 3m, 4dmm, 6mm.
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CQU 031; C4v CGv
Abbildung D.8: Geometrische Kristallklassen dritter Art — Fall (ii), Teil 1

Ist k gerade, so enthélt H auch Diedergruppen vom Index 2. Eine solche Dieder-
gruppe wird erzeugt von der Drehung ()% = 1y, s2 und von einer der Drehungen

P10 7/’£ € H. Da wir uns fiir eine Liste der Untergruppen dritter Art bis auf Konjuga-
tion interessieren, miissen wir herausfinden, wie viele Konjugationsklassen die Paare

(H = gp({er, ¥w}), HY — £ = gp({p — Lo vf, (vx)*})) mit £ € {0,1,2,k — 1}
vertreten. Es ist eine einzige Klasse. Der Normalisator
Nos(H) ={p € O(’) |po Hop ' = H}

enthalt namlich die Drehung ¢ = 21 zunachst kommutiert ¢ mit der Drehung .
Die Rechnung

cos(m/k) —sin(r/k) 0 1 0 0
(Yor 0 1 © 1/)2_]:)6 = | sin(n/k) cos(ﬂ'/k) 0 0 —1 0 . (1/)2_]:)6
0 1 0
cos(m/k)  sin 7r/l<: cos 7r/l<: sin(w/k) 0
= [ sin(n/k) — cos( 7r/k: —sin ﬂ'/k) cos(m/k) 0
0 0 1
cos(2m/k) —sin(2n/k) O
= | sin(27/k) —cos(27/k) 0 = (pro(¥r)™h),

0 0

impliziert dann, dass erstens 1 o I:ﬁ/;‘l = H ist und dass Konjugation mit ¢ die
Untergruppe Hyiq auf H, abbildet.

Man kommt so zu 2 neuen geometrischen Kristallklassen. Das typische an ihnen
ist das Miteinander von vertikalen Spiegeln und horizontalen 2-zdhligen Drehachsen.
Thre internationalen Bezeichnungen sind 42m und 62m.

Dag Dgp,
Abbildung D.9: Geometrische Kristallklassen dritter Art — Fall (ii), Teil 2

Die Falle (iii), (iv) und (v) sind schnell behandelt: die Oktaedergruppe hat Ord-
nung 24; sie ist isomorph mit der symmetrischen Gruppe Sy und hat die Tetraeder-
gruppe T als einzigen Normalteiler vom Index 2. Hingegen haben weder 1" noch die
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Drehgruppe des Ikosaeders eine Untergruppe vom Index 2: eine solche Gruppe wére
eine endliche Untergruppe von SO(E3), also auf Grund von Satz D10.4 entweder zy-
klisch oder eine Diedergruppe, enthielte folglich eine zyklische Gruppe der Ordnung
3, beziehungsweise 15. Nun hat zwar 7" Untergruppen der Ordnung 3; aber jede dieser
Untergruppen erzeugt zusammen mit einer der drei Untergruppen der Ordnung 2 die
ganze Untergruppe. Das Ikosaeder seinerseits lasst sicher keine Drehung der Ordnung
15 zu.

Diese drei Falle fithren also zu einer einzigen Konjugationsklasse von Untergrupp-
pen der dritten Art; sie ist eine weitere geometrische Kristallklasse der dritten Art.
Sie ist in Abbildung D.10 dargestellt; ihre internationale Bezeichnung ist 43m

Abbildung D.10: Geometrische Kristallklasse Ty

10.2d  Liste der 32 geometrischen Kristallklassen

Jede der gefundenen 32 geometrischen Kristallklassen besteht aus Gruppen, die ent-
weder ein kubisches oder ein hexagonales Gitter invariant lassen. Um solche Gitter
zu beschreiben, fithren wir zwei Basen B und Byexa. Seien B = (by, ba, b3) eine Ortho-
normalbasis von E? und

Bhexa = (b} = b1,b5 = _%52 + @717{3 = b3}.

Dann ist I'c = . Z-b; nach Definition ein (primitives) kubisches und I'y = 3, Z -
ein hexagonales Gitter.

Die Automorphismengruppe des kubischen Gitters I'. enthélt die Drehungen ¢1,
2, P4 und die Spiegelung p;, die durch die Matrizen

1 0 0 00 1 0 -1 0
(1)g={0 1 0], (p2)g=[1 0 0], ()y=[1 0 0},
0 0 -1 010 0 0 1
(D10.12)
1.0 0 10 0
(P)g=[0 1 0)=—(p1)y (p3)g=|0 1 0 (D10.13)
0 0 1 00 -1

dargestellt werden.

Die Automorphismengruppe des hexagonalen Gitters I'yex, enthélt die Drehungen
1, w2 und die Spiegelung p;, welche beziiglich der Basis Bpexa durch die Matrizen
(D10.12) und (D10.13) gegeben sind, sowie die Drehung v, die durch die Matrix

1 -1 0
(Y6)g, = (1) 8 (1) (D10.14)

festgelegt ist. Die Erkenntnisse der Unterabschnitte 10.1 und 10.2 lassen sich dann so
zusammenfassen:

Uberarbeitung September 2010



D10  Geometrische Kristallklasssen des E3 135

HaupTsaTz D10.11 Die Bezeichnungen seien wie zuvor. Es gibt 32 geometrische
Kristallklassen in E2, und zwar 11 Klassen der ersten Art — sie enthalten nur Dre-
hungen, 11 Klassen der zweiten Art — sie enthalten die Inversion —1, und endlich 10
Klassen dritter Art; sie bestehen nicht nur aus Drehungen, enthalten aber die Inversi-
on —1 nicht. Die Bezeichnungen dieser Klassen und Erzeugende ihrer Vertreter sind
in den Tafeln D.2 und D.3 aufgefiihrt.

|[H| S. H.-M. Erzeugende ‘ |[H| S. H.-M. Erzeugende
24 0 432 02, s 48 0, A32 —p2, Yy
12 T 23 ©1, P2 24 Ty 23 ©1, —p2
8 Dy, 422 01, Y4 16 Dy, =22 o Uy, ps
4 Cy 4 N 8 Cu = Y1, p3

4 Dy 222 o1, V2 8 Doy 222 o1 Yf, ps
2 O 2 0 4 Oy 2 V3, ps
12 Dg 622 01, Pe 24 Dgn S22 o 4y, ps
6 Cs 6 e 12 Cen — V6, p3

6 D3 32 o1, Y} 12 D3 32 2, 5
3 Cs 3 2 6 Cs 3 —1hg
e 1 1 2 G 1 —1

Tabelle D.2: Geometrische Kristallklassen der ersten und zweiten Art

|H| (I;' H7T) S.Symbol H.-M. Symbol FErzeugende

24 (0,T) Ty 43m 01, P2, —Py

8 (Dy, Cy) Cuy dmm p1, Ya

8 (D4, D2) Doq 42m ©1, =

4 (D2, Cy) Csy mm?2 p1, 2

4 (Cy,Cy) Sy 4 —thy

2 (Cq,Ch) C, m 03

12 (Dg, Cs) Céo 6mm 1, Us

12 (Ds, D3) D3y, 6m2 2, =6

6 (D3, Cs) Cs, 3m p1, V2
(Cs,C3) Csp, 6 —1g

Tabelle D.3: Geometrische Kristallklassen der dritten Art

10.3 Diskussion der Liste der geometrischen Kristallklassen

Dieser Unterabschnitt ergédnzt die in den vergangenen Unterabschnitten erarbeitete
Aufzihlung der geometrischen Kristallklassen in O(E?). Zuerst betrachten wir die
Verbénde der Untergruppen der beiden maximalen geometrischen Kristallklassen Oy
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und Dgp. Danach werden die Begriffe des ,,Bravais-Gitters® und des Kristallsystems
eingefithrt und erldutert. Zum Schluss werden Kristallformen besprochen

10.3a Verband der Untergruppen eines Vertreters der Klasse Oy,

Es gibt zwar 32, also recht viele, geometrische Kristallklassen; sie sind aber alle ver-
treten durch die Untergruppen von nur zwei Gruppen. Es lohnt sich den Verband
— auch Hasse-Diagramm genannt — der Untergruppen dieser beiden geometrischen
Kristallklassen genauer zu betrachten.

Jeder Vertreter von Oy, der grosseren der beiden Klassen, hat die Ordnung 48; er
enthélt insbesondere die Untergruppen, die in Tafel D.4 wiedergegeben sind.

Tabelle D.4: Untergruppen von Oy,

Quintette von Untergruppen. Auffallig in Tafel D.4 ist zunéchst das Quintett der 5
Gruppen, die zwischen der Drehgruppe T eines Tetraeders und der vollen Symmetrie-
gruppe O, eines Oktaeders liegen. Solche Quintette treten im Verband o6fter auf, wenn
auch die gewéihlte Darstellung dies etwas versteckt; ein Quintett ergibt sich nédmlich
immer dann, wenn im Verband ein Paar von Drehgruppen (H, H™) mit Index 2 vor-
kommt. Die beiden Gruppen des Paares sind dann von der ersten Art; jede von ihnen
gibt Anlass zu einer Gruppe der zweiten Art, den direkten Produkten Ht x {£1}
und H x {£1}. Zusétzlich liefern sie zusammen noch eine Gruppe H | H* der drit-
ten Art. Wenn HT die Ordnung k hat, so haben H, Ht x {1} sowie H | H* die
Ordnung 2k, wihrend die Gruppe H x {£1} die Ordnung 4k hat. In der Tafel stehen
die Namen der Gruppen der ersten Art auf dunkelgrauem, jene der zweiten Art auf
hellgrauem Hintergrund. Dies macht es leicht, Paare (H, H+) von Gruppen erster Art
im Verband zu finden.

Hllustration der Sylowschen Sdtze. Sei H eine Gruppe, welche die Klasse Oy, vertritt.
Sie hat 48 = 2% . 3! Elemente. Nach den Sylowschen Sitzen muss H deshalb eine
Untergruppe Sz der Ordnung 16 = 2% und Untergruppe der Ordnung 3 haben; diese
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Untergruppen werden als Sylowsche 2—Gruppe und Sylowsche 3—Gruppe bezeichnet.
Ferner sind alle Sylowschen 2-Gruppen von H in H konjugiert und ihre Anzahl ko
ist kongruent 1 modulo 2, also ungerade; ebenso sind alle Sylowschen 3—Gruppen von
H konjugiert und ihre Anzahl k3 ist kongruent 1 modulo 3.

Es fallt leicht, die Sylowschen 2—Gruppen von H anzugeben; sie vertreten alle die
Kristallklasse Dy4j,. Nach Tafel D.4 enthalt H namlich eine Untergruppe Ss dieser
Kristallklasse; da alle Sylowschen 2-Gruppe konjugiert sind — und zwar in H, also
erst recht in O(E3) — vertreten sie alle die gleiche geometrische Kristallklasse. Weil
die Sylowschen 2—-Gruppen von H konjugiert sind, ist ihre Anzahl ein Teiler von
|H|/|S2| = 48/16 = 3. Tatséchlich ist ihre Anzahl 3: seien ndmlich B = (b, ba, b3)
eine Orthonormalbasis von E? und ¥;, ¥ und ¥3 die Drehungen der Ordnung 4,
welche durch die Matrizen

10 0 0 0 1 0 -1 0
W)z=(0 0 1], ()y=[0 1 0], (Ws)y=[1 0 o0
01 0 1.0 0 0 0 1

gegeben werden. Dann sind

gp({03,95, —1}), gp({¥3, 91, —1}) und gp({¥3,92, —1})

drei paarweise verschiedene Sylowsche 2—Gruppen von H. Nur eine dieser Untergrup-
pen ist in der Tafel D.4 eingetragen; der gezeichnete Verband ist also unvollstandig.

Die Gruppe H enthélt auch eine Untergruppe der Ordnung 12, die zur geometri-
schen Klasse D34 gehort. Deren Untergruppen sind weitgehend weggelassen worden,
dies in der Absicht, das Diagramm zu entlasten; sie finden sich aber in der Tafel D.5
Die Drehungen der Ordnung 3 um die 4 Raumdiagonalen R - (b + by + b3) erzeugen
4 Sylowsche 3-Gruppen. Da jede Untergruppe ungerader Ordnung in SO(E?) liegen
muss, sieht man leicht, dass H keine weiteren Sylowschen 3—Gruppen enthalten kann.

10.3b  Verband der Untergruppen eines Vertreters der Klasse Dgp,

Ein Vertreter der geometrische Kristallklasse Dgy,, hat die Ordnung 24 = 23 - 3; er
enthélt insbesondere die Untergruppen, welche in Tafel D.5 wiedergegeben sind.

Quintette von Untergruppen. FEine Gruppe der Klasse Dgp, enthélt 7 Vertreter von
geometrischen Kristallklassen der ersten Art, ndmlich der Klassen C1, Cy, Cs, Cg sowie
Dy, D3 und Dg. Diese Untergruppen geben Anlass zu verschiedenen Quintetten, die
in Vertretern der Kristallklasse Oy, nicht auftreten insbesondere die Quintette

(De, D3): D3, dann D¢, Dg | D3 = D3q, D3j, und D,
(DG, CG): Cﬁ, dann D6, DG [ Cﬁ = CGU) Cﬁh U.Dd Dﬁh

Hllustration der Sylowschen Sdtze. Jeder Vertreter H der geometrischen Kristall-
klasse Dgj, hat Ordnung 24 = 23 - 3; in ihm muss es daher Sylowsche 2-Gruppen der
Ordnung 23 = 8 und Sylowsche 3-Gruppen der Ordnung 3 geben. Um diese Unter-
gruppen zu beschreiben, benétige ich einige Definitionen.

Seien B = (b, b, b3) eine Orthonormalbasis von E? und ¢; und 1) die Drehungen,
welche durch die Matrizen

1 0 0 1 5
(901)6 =0 -1 0 ) (1/)6)5 = @ % 0
0 0 -1 0 0 1
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24

12

Tabelle D.5: Untergruppen von Dgp,

dargestellt werden. Man kann annehmen, die Gruppe H werde von diesen Drehungen
sowie der Rauminversion —1 erzeugt. Dann erzeugen die Drehungen ¢1,%¢ und die
Inversion —1 eine Untergruppe der Ordnung 8, also eine Sylowsche 2-Gruppe Ss.
Neben dieser Sylowschen 2—Gruppe enthélt H noch zwei weitere: konjugiert man
nidmlich So mit der Drehung s erhédlt man eine Gruppe S5, welche die Inversion,
die Drehung ¢ und eine Drehung um die Achse (R - b;) enthélt und daher von
Sy verschieden ist. Ferner ist S = 92 0 Sy o g 21 sowohl von Sy wie auch von S
verschieden. Es gibt keine weiteren Sylowschen 2—-Gruppen, denn ihre Anzahl ist ein
Teiler des Indexes von Sy in H, also von 24/8 = 3.

Nun zu den Sylowschen 3-Gruppen. Die Drehung erzeugt 1¢ erzeugt eine Gruppe
S3 der Ordnung 3, also eine Sylowsche 3—Gruppe, und sie ist die einige, denn Konjuga-
tion mit ¢y bildet ¥ auf 94 1 ab, weshalb die von v erzeugte zyklische Untergruppe
Cg, also auch jede ihrer Untergruppen, ein Normalteiler von H ist.

10.3¢  Bravaissche arithmetische Klassen und Holoedrien

Die geometrischen und arithmetischen Kristallklassen sind in Nummer 5.2¢ eingefiihrt
worden, und zwar als Aquivalenzklassen von Relationen, welche die affine Aquivalenz
von kristallographischen Gruppen vergrobern; diese Vergroberung bewirkt, dass die
Anzahl der neuen Klassen kleiner ist, weshalb die Chancen steigen, Vertreter in diesen
Klassen explizit ausfindig machen zu kénnen. Dass dieses Ziel tatséchlich realisierbar
ist, haben wir in Unterabschnitt 10.2 gesehen.

In der Kristallographie werden die geometrischen Kristallklassen zu noch grésseren
Klassen zusammengefasst, den so genannten Kristallsystemen. Diese sind historisch
alter als die Kristallklassen; schon 1815 entdeckte nédmlich Samuel WEISS (1780-
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1856), dass fiir die Beschreibung der makroskopischen Gestalt eines Kristalles ein
rechtwinkliges Koordinatensystem nicht immer das giinstigste ist. Diese Einsicht war
der Ursprung der sieben (oder sechs in anderer Zahlung) Koordinaten- oder Kristall-
systeme.

ESIST MIR NICHT KLAR, WIE MAN AN DIE HOLOEDRIEN HERANKOMMT
OHNE IMPLIZIT DIE BRAVAIS TYPEN BESTIMMEN ZU MUESSEN. DAS UN-
BEFRIEDIGENDE IST, DASS - IM GEGENSATZ ZU DEN GEOMETRISCHEN
KLASSEN - ES SICH HIER NICHT UM EIN PROBLEM ZU HANDELN SCHEINT,
DASS MANMIT DARSTELLUNGSTHEORIE ANGEHEN KANN.

10.4 Begriff des Kristallsysystems
10.5 Begriff der Kristallform
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D11 Arithmetische Kristallklasssen des E? und E*

Die arithmetischen Kristallklassen eines n-dimensionalen Euklidischen Vektorraumes
entsprechen nach Hauptsatz C6.3 eindeutig den Konjugationaklassen der endlichen
Untergruppen der linearen Gruppe GL(n,Z). Weiter ist jede endliche Untergruppe
von GL(n,Z) isomorph einer Untergruppe der endlichen Gruppe GL(n;Zs) (siehe
Hauptsatz C7.1). Deshalb ist jede endliche Untergruppe von GL(n,Z) in einer ma-
ximal endlichen Untergruppe enthalten. Wenn es gelingt, Vertreter Hy, ..., H, der
Konjugationsklassen der maximal endlichen Untergruppen von GL(n,Z) zu finden,
kann man anschliessend eine Liste der Konjugationsklassen aller endlichen Unter-
gruppen von GL(n,Z) dadurch gewinnen, dass man die Untergruppen der Gruppen
H,, ..., Hy bestimmt und die so gefundenen endlichen Gruppen bis auf Konjugation
klassifiziert.

Die arithmetischen Kristallklassen des E* sind 1967 mit dem skizzierten Verfahren
gefunden worden: zuerst publizierte Everitt S. DADE 1965 eine Liste von 9 Gruppen,
welche die Konjugationsklassen der maximal endlichen Untergruppen von GL(4,Z)
vertreten ([Da65]). Gestiitzt auf diese Liste bestimmte Rolf BULow die 710 Kon-
jugationsklassen der endlichen Untergruppen von GL(4,Z) durch eine umfangreiche
Rechnung (siehe [Bue67]).

In diesem Abschnitt erklare ich das Verfahren von Dade und bestimme mit ihm
die maximal endlichen Untergrupppen von GL(n,Z) fir n = 3 und n = 4.

11.1 Bestimmung der maximalen arithmetischen
Kristallklassen

In diesem Unterabschnitt skizziere ich das Verfahren, mit dem E. S.DADE 1965 Vertre-
ter der 9 maximalen arithmetischen Kristallklassen eines E* fand. Die Details dieses
Verfahrens sind umfangreich; ich fiithre sie daher nicht aus, illustriere sie aber durch
die vollstdndige Bestimmung der maximal-endlichen Untergruppen von GL(3,Z).

I1.1a Bestimmung der maximalen arithmetischen Klassen — Strategie

Gemiss Theorem C6.3 induziert die Zuordnung ((I', H), B) — Hp eine Bijektion
Kn: Ap(E™) = Z,, = {GL("’Z)F ’ F endliche Untergruppe}

von der Menge der arithmetischen Klassen eines Euklidischen Vektorraumes E™ auf
die Menge der Konjugationsklassen der endlichen Untergruppen der Matrizengruppe
GL(n,Z). Im Folgenden wird ein Problem tiber GL(n,Z) mit Hilfe der Geometrie
gel6st, in dem man es mittels &, in ein Problem iiber Gitter {ibersetzt.

DErFINITION D11.1 Eine endliche Untergruppe F' von GL(n, Z) wird mazximal-endlich
genannt, falls es keine Untergruppe F' von GL(n,Z) gibt, welche F' enthélt und echt
grossere Ordnung hat.

Jede endliche Untergruppe F' ist in einer maximal-endlichen Untergruppe ent-
halten, denn nach Korollar C7.2 teilt die Ordnung jeder endlichen Untergruppe von
GL(n,Z) die Ordnung der endlichen Gruppe GL(n, Z3). Falls F' eine maximal-endliche
Untergruppe ist, so ist auch jede konjugierte Untergruppe von F' maximal-endlich;
man sagt daher, die Konjugationsklasse S“("%) F sei maximal-endlich.
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Die Bestimmung der maximal-endlichen Kristallklassen erfolgt nun in drei Schrit-
ten:

1. Schritt: Ubersetzung in die Sprache der Gitter. Ist F C GL(n,Z) eine maximal-
endliche Untergruppe, so gibt es dank der Surjektivitiat der Abbildung x,, ein Gitter
IV in E", eine Untergruppe H C Aut(I') und eine geordnete Z-Basis B von E", derart
dass Hg = F ist. Theorem C7.5 zeigt dann, dass das Gitter IV so normalisiert werden
kann, dass das entstehende Gitter I', .., die Bedingung Aut(I"') C Aut(I",,,.,,) erfiillt.
Die Minimalmenge M(I", .., spannt nach Definition den Vektorraum E™ auf und
erzeugt ein Teilgitter I' C T+ dieses Teilgitter ist unter Aut(I",,,,) invariant,
denn jeder Automorphismus von I') . permutiert die Minimalmenge von I, ..
und induziert daher einen Automorphismus des von der Minimalmenge erzeugten
Teilgitters. Auf Grund der vorangehenden Uberlegungen ist H also das erste Glied in
einer Kette von Inklusionen
H C Aut(I”) C Aut(T ) C Aut(T).

norm

Da F' = Hp maximal-endlich ist, sind diese Inklusionen Gleichheiten. Es gilt also der

HiLrssaTz D11.2 Zu jeder maximal-endlichen Untergruppe H von GL(n,Z) gibt es
ein Gitter I' und eine Z—Basis B, welche die folgenden Eigenschaften aufweisen:

(i) Aut(T)s = H;
(it) T ist normalisiert, und

(i) T wird von seiner Minimalmenge M(T") erzeugt.

2. Schritt: Finbezug der Minimalfolgen. Nun ziehen wir Minimalfolgen in unsere
Betrachtungen ein. ® Sei I' ein normalisiertes Gitter. Dann enthilt die Minimalmenge
M(T') eine geordnete Basis des umgebenden Vektorraumes. Jede solche Basis ist dann
eine Minimalfolge des Gitters I', denn die Vektoren in M(I") haben die kleinstmdogliche
positive Linge. Umgekehrt liegen die Vektoren jeder Minimalfolge in M(T'), denn ihre
Langen hangen nach B4.15 nicht von der Wahl der Minimalfolge ab und miissen daher
alle gleich 1 sein.

Wir nehmen nun an, jede Minimalfolge des normalisierten Gitters I' erzeuge das
Gitter ¢ und wihlen eine Minimalfolge B = (b1,...,by,) als Z-Basis von I'. Ist u =
>, - by, ein beliebiger Vektor der Minimalfolge M(I") und ist j ein Index mit x; # 0,
so ist die Folge

FF = (bl, e ,bj_l,u,bj+1, e 7bn)

linear unabhéngig, also eine Minimalfolge und daher eine Z-Basis. Der Koeffizient
x; ist daher 1 oder —1. Wendet man diese Uberlegung auch auf die Bilder ((by) der
Basisvektoren unter einem Automorphismus ¢ von I an, kommt man zum Ergebnis:

HiLrssaTz D11.3 Sei I' ein normalisiertes Gitter, dessen Minimalfolgen das Gitter
erzeugen. Fir jede Minimalfolge B = (b1,...,by,) gelten dann die Aussagen:

(i) ist ¢ € Aut(T), so liegt jeder Koeffizient von pp in {—1,0,1};

5Siehe Unterabschnitt 4.3 und insbesondere Theorem B4.17.
6Nach Theorem B4.17 trifft dies jedenfalls dann zu, wenn n < 4 und T' kein innen-zentriertes
kubisches Gitter ist.
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(ii) schreibt man einen Vektor v der Minimalmenge M(T') als Linearkombination
der Vektoren der Basis B, so liegen alle Koeffizienten in {—1,0,1}.

BEMERKUNGEN D11.4 1) Aussage (i) verschérft Korollar C7.10 fiir den Fall, in dem
n =4 ist und I kein innen-zentriertes kubisches Gitter ist.

2) Aussage (ii) zeigt, dass die Minimalmenge M (T") auf dem Rand des Parallelepi-
peds mit den Ecken +by + by & - - - + b, liegt. Insbesondere hat M(T") daher hochstens
3" — 1 Elemente. Die Minimalmenge erfiillt aber noch viele andere Einschrénkun-
gen; da sie auf der Einheitssphére liegt, kann sie zum Beispiel keine drei Vektoren
enthalten, die auf einer Gerade liegen.

3. Schritt: Konstruktion von mazximal-endlichen Untergruppen. Wir nehmen an, die
Minimalmengen einer Klasse von normalisierten Gittern seien, unter anderem mit Hil-
fe von Hilfssatz D11.3, analysiert worden; das Ergebnis sei eine Liste von Teilmengen
Si, Sa, ..., S, die alle Minimalmengen umfassen, die von normalisierten Gittern mit
maximaler Automorphismengruppe herrithren. Wir nehmen auch an, die Analyse, die
zu den Teilmengen S; fithrt, habe das Skalarprodukt nur wenig beriicksichtigt. Jede
der gefundenen Mengen S = S; besitze aber die folgenden Eigenschaften:

(I) S liegt in einem reellen Vektorraum V' mit Basis B = (by,...,by);

(IT) S liegt auf dem Rand des Parallelepipeds mit den Ecken 4+by £ b &+ --- £ b,
und liegt symmetrisch zum Urspung (d. h. —S; = S;);

(IIT) S enthélt die Vektoren +by, ..., £b,,.

Sei nun S eine Teilmenge, welche die Axiome (I), (IT) und (III) erfiillt. Wir ordnen
ihr eine Symmetriegruppe zu:

Sym(S) = {L: V =% V| L linear und L(S) = S}. (D11.1)

Da jede der linearen Symmetrien L € Sym(S) eine Permutation der endlichen Men-
ge S induziert und diese eine Basis von V enthélt, ist die Symmetriegruppe endlich.
Nach Satz C6.4 gibt es deshalb ein Skalarprodukt (—, —); auf V, das unter der Sym-
metriegruppe Sym(S) invariant ist. Die Menge S erzeugt eine abelsche Untergruppe
I'(S) von V; auf Grund der Axiome (IT) und (IIT) ist diese Untergruppe gerade das
von der Basis B erzeugte Gitter.

Fiir jede der zuvor gefundenen Teilmengen S; stellen sich dann die folgenden Fra-
gen:

o Ist Sym(S;)s eine maximal-endliche Gruppe?

o Ist S; die Minimalmenge von I' = Z - by + - - - + Z - b, beziiglich eines geeigneten
Skalarproduktes (—, —);?

« Sind alle Skalarprodukte, die unter Sym(.S;) invariant sind und S; als Minimal-
menge haben, positive Vielfache eines einzigen Skalarproduktes?
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11.1b Maximale Untergruppen von GL(3,Z)

11.2 Bestimmung der arithmetischen Klassen des E3
11.3 Maximale Untergruppen von GL(4,7)

11.3a Graphische Teilmengen

11.3b Eine Liste von Graphen

11.4 Liste der maximalen Untergruppen

11.5 Bestimmung der arithmetischen Klassen des E*
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D12 Interessante Gitter

Es gibt einige Scharen von Gittern, die in verschiedenen Bereichen der Mathema-
tik vorkommen, insbesondere in der Theorie der endlichen Spiegelungsgruppen. * In
diesem Abschnitt werden einige dieser Scharen vorgestellt.

12.1 Gitter vom Typus D,

Flachenzentrierte kubische Gitter des 3-dimensionalen Raumes sind in Nummer 1.1b
erwahnt worden. Die Kristallographen fassen diese Gitter als Obergitter von primiti-
ven kubischen Gitter auf. Bei der Verallgemeinerung auf héherdimensionale Gitter ist
es aber oft zweckmaéssiger, ein flichenzentriertes kubisches Gitter als Teilgitter eines
primitiven kubischen Gitters zu interpretieren. Nach Definition kann ein solches Git-
ter von einer Vektorraumbasis erzeugt werden, deren Vektoren paarweise orthogonal
und von gleicher Lénge sind. Es ist bequem, zusétzlich zu fordern, dass die Vekto-
ren normiert sind. Die Verallgemeinerung der flichenzentrierten Gitter auf beliebige
Dimensionen kann dann nun so ausgesprochen werden:

DEFINITION D12.1 Seien I',, ein kubisches Gitter von E” und B,, = (b1, ...,b,) eine
Z-Basis des Gitters, die aus paarweise orthogonalen Vektoren gleicher Linge besteht.
Dann ist die Teilmenge

I={x1 b1+ +xy by |21+ +x, gerade} (D12.1)
ein Teilgitter von I',, und wird Gitter vom Typus D,, genannt.

Aus Gleichung (D12.1) erkennt man unmittelbar, dass die Untergruppe I',, in I',, den
Index 2 hat.

Das Gitter I", lasst eine zweite Beschreibung zu, die oft niitzlich ist; sie bringt die
Norm ins Spiel. Das Quadrat der Norm eines Vektors des kubischen Gitters berechnet

sich zu
132 w05l = (32, 2) - Il (D12.2)

Da die Zahlen z; und z? die gleiche Paritat haben, lasst sich das Gitter I'), also auch
so beschreiben:

Iy ={velnl vl* €2Z-|b:]?} . (D12.3)
12.1a Minimalmenge eines Gitters vom Typus D,

Die Gleichungen (D12.2) und (D12.3) machen es leicht, die Minimalmenge eines Git-
ters vom Typus D,, zu bestimmen: sie ist

M(T) = {=bj £ by |1 <j <k <n}. (D12.4)

Diese Menge besteht aus 4(%) = 2n(n — 1) Vektoren und spannt den Vektorraum E™
auf. Sie erzeugt das Gitter I",: die Rechnungen

ijj'bj2301'(b1—b2)+($1+$2)'(b2—bs)+---

+($1+"'+xn—1)'(bn—1 _bn)+(x1++xn)bna
2bn = (bn—l + bn) - (bn—l - bn)

“Siehe etwa [Bou81], [GB85], [Hu90].
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zeigen namlich, dass die Folge
B = (b —ba, by —bs,...bp—1 — b, b1+ by) (D12.5)

eine Z-Basis des Gitters I", ist.

Vergleich der geometrischen Eigenschaften der kubischen Gitter und der Gitter vom
Typ D. Ein 2-dimensionales kubisches Gitter und sein Teilgitter vom Typ Dy —
anders gesagt, ein quadratisches Netz und das in ihm enthaltene flichenzentrierte
quadratrische Netz — sind dhnlich, wie Abbildung D.11 vor Augen fiihrt.

Abbildung D.11: Quadratisches Netz und Netz vom Typus Do

In hoéheren Dimensionen aber sind die kubischen Gitter I'), und jene vom Typ
D,, nicht dhnlich, wie die Minimalmengen M(T,,) und M(I"})) klar machen: die erste
Menge enthélt 2n Elemente, die zweite deren 2n(n — 1) und diese Zahlen sind fiir
n > 2 verschieden. Dies schliesst aber nicht aus, dass die Automorphismengruppen
der beiden Gitter gleich sind.

12.1b  Automorphismengruppe eines Gitters vom Typus D,

Das folgende Resultat vergleicht die Automorphismengruppe eines kubischen Gitters
mit jener des in ihm gelegenen Gitters vom Typus D.

SATZ D12.2 Seien T, ein kubisches Gitter und I}, das in ihm gelegene Gitter vom
Typus D,,. Ist n # 4, so fallen die Gruppen Aut(T'y,) und Aut(T) zusammen; fir
n =4 aber ist Aut(T'y,) eine Untergruppe von Aut(T')) mit Index 3.

Proof. Nach Definition besitzt das kubische Gitter T',, eine Z—Basis B, = (b1,...,by),
die aus paarweise orthogonalen, gleichlangen Vektoren besteht. Da die aufgestellten
Behauptungen ihre Giiltigkeit nicht &ndern, wenn das gegebene Gitter durch ein ge-
strecktes Gitter ersetzt wird, nehmen wir im Folgenden an, die Basisvektoren seien
normiert. Dann besteht das Teilgitter I}, gerade aus allen Vektoren v von I',, dereen
Norm ||v||? eine gerade Zahl ist. Diese Beschreibung macht es offensichtlich, dass die
Inklusion

Aut(T,) C Aut(T,) (D12.6)

fiir jeden Wert von n > 2 richtig ist.

Es fallt leicht nachzuweisen, dass in der Beziehung (D12.6) die Gleichheit fir n = 2
und n = 3 gilt. Ist n = 2, so ist das Netz I', quadratisch, weshalb die Gruppen
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Aut(T2) und Aut(T%) isomorph sind, also die gleiche Ordnung haben; dank der In-
klusion (D12.6) fallen sie daher zusammen. Ist n = 3, so betrachten wir die Menge S
aller Vektoren x; -by +x2-ba+x3-bg € I's, welche die Lange 2 haben. Die Koordinaten
eines solchen Vektors liefern eine ganzzahlige Losung der Gleichung z% + 23 + 23 = 4.
Es folgt, dass F die Menge {+2 - by, 42 - by, +2 - b3} ist. Da jeder Automorphismus
des flachenzentrierten kubischen Gitters I'; diese Vektoren permutieren muss, bildet
er das primitive kubische Gitter I's auf sich ab, ist also ein Automorphismus von I';.

Der Beweis, dass in der Beziehung (D12.6) die Gleichheit fiir jede Dimension n > 4
gilt, ist aufwéindiger; er kann auf verschiedene Arten gefiihrt werden. Der direkteste
Beweis stiitzt sich auf den Begriff des dualen Gitters von I',,. Der einsichtigste Beweis
beniitzt das geometrische Hilfsmittel des Cozeter-Graphen eines Wurzelsystems vom
Typus D,, (siche Nummer 12.1¢). Statt dieser beiden Verfahren erklére ich hier eine
Standard-Methode: bei ihr 14sst man eine Gruppe auf einer endlichen Menge operieren
und untersucht dann die Grosse einer Bahn und die Ordung der Standuntergruppe
eines Punktes der Bahn.

Sei n > 4. Die Automorphismengruppe H/ = Aut(I",) operiert auf der Minimal-
menge M (I",); diese wird in Gleichung (D12.4) beschrieben. Da H), die Automorphis-
mengruppe H,, = Aut(T,,) enthélt, und diese auf der Minimalmenge transitiv wirkt,
ist die Wirkung der Gruppe H], ebenfalls transitiv. Die Ordnung ¢}, der Gruuppe H/,
lasst sich daher so beschreiben:

¢}, = card(M(T'},)) - card (Sta; (bn—1 — bn))
=2n(n—1) - card (Sta (bn—1 — bn)) - (D12.7)

Sei ¢ € St (bn—1—by). Die orthogonale Abbildung ¢ hélt den Vektor b, 1 —by, fest —
folglich jeden Punkt der Geraden R-(b,,—1 —b,,), und bildet das Orthogonalkomplement
(R - (by—1 —by))* auf sich ab. Der Durchschnitt dieses Orthogonalkomplementes mit
der Minimalmenge M (T",) ist

M7 U Ms mit Mli{:tbjﬂ:bk|1§]<k§n72} quMQZ{:l:(bn,1+bn)}

Die Vereinigung M; UM, wird vom Automorphismus ¢ € Stg (bp—1—0b,) permutiert.
Nun stehen aber die Vektoren +(b,,_1+b,) auf jedem Vektor der Menge M; senkrecht,
wahrend es zu jedem Vektor v = b £by, in M; einen Index h € {1,...,n—2}~{j, k},
und damit einen Vektor w in M; — etwa b; 4 by — gibt, der nicht senkrecht auf v ist.
8 Es folgt, dass ¢ die Teilmengen M; und M, auf sich abbildet. Anderenfalls géibe es
namlich ein Paar von Vektoren +v € M; mit ¢(v) € My, die anderen Vektoren aus
M aber wiirden von ¢ nach M; hinein abgebildet, insbesondere die Vektoren w, die
auf v nicht senkrecht stehen. Dann gélte (v, w) # 0 und (p(v), (w)) = 0.

Diese Einsicht lasst sich etwas geometrischer formulieren: das Orthogonalkom-
plenent U = (R - (b,,_1 — b,,))* ist die orthogonale Summe des (n — 2)-dimensionalen
Unterraumes Uy, der von M; aufgespannt wird, und der Geraden Uy = R (b,—1 +by,).

Die Ordnung der Standuntergruppe S = Sty (b,—1 — b,) kann nun wie folgt nach
oben abgeschétzt werden: ist p € S, so bildet ¢ den Unterraum U, und daher den
Durchschnitt I/, NUy, auf sich ab. Dieser Durchschnitt ist ein Gitter vom Typus D,,_2;
fiir die Einschrankung von ¢ auf U; gibt es also héhstens ¢, o Moglichkeiten. Das
Orthogonalkomplement von Uj ist eine Ebene; sie wird aufgespannt von den Geraden
Us und (R - (bp—1 — by)). Es bildet ¢ jede dieser Geraden auf sich ab und induziert

8Hier beniitzt man die Annahme, dass n > 4 ist.
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auf der zweiten die Identitdt. Somit gibt es fir ¢ hochstens 2 - ¢, _, Moglichkeiten.
Dank Gleichung (D12.7) gilt daher die Abschétzung
d, =2n(n—1)-card (Stg; (bp—1 —bn)) <2n(n—1)-2-c,_,.
Falls induktiv schon bewiesen ist, dass die Ordnungen ¢, _, von card(H],_,) und ¢,—2
von card(H,,_2) iibereinstimmen, kommt man mir ihr zur Abschitzung
<2 nn—1)-c,_,=2"nn—-1)-2"3(n-2)l =2" - nl =¢,.

Wegen (D12.6) bedeutet sie, dass die Ordnungen ¢, und ¢,, ebenfalls iibereinstimmen,
weshalb die Gruppen H/ = Aut(I",) und H,, = Aut(T',,) zusammenfallen miissen.

Wir haben eingangs tiberpriift, dass ¢ = c3 ist. Obiges Argument impliziert des-
halb, dass die Anzahlen ¢, und ¢, fiir jeden ungeraden Index n > 3 gleich sind. Dies

rechtfertigt einen Teil der Behauptung des Satzes D12.2. Der andere Teil wird in den
Nummern 12.1c und 12.1d begriindet. 0

12.1c  Gleichheit der Automorphismengruppen fiir n # 4

In dieser und der folgenden Nummer werden die restlichen Teile der Aussage von
Satz D12.2 gerechtfertigt. Dazu untersuche ich die geometrischen Eigenschaften der
Z-Basis B!, des Gitters '/, die zu Beginn des Unterabschnittes 12.1 gefundenen wurde;
es ist

B;z == (041 == bl - bQ,O&Q == b2 - bg, ey 1 = bn,1 - bn,Oén == bn,1 + bn) (D128)

Die Vektoren dieser Basis liegen alle in der Minimalmenge M(T,) und haben die
Linge v/2. 9 Sie sind paarweise orthogonal, mit Ausnahme der Paare

{ag, a0}, {ag,as}, ..., {an—2,an_1} und {a,_2,an}.

Der von diesen Paaren gebildete Winkel hat das Gradmass 120°, denn das Skalarpro-
dukt all dieser Paare ist —1. Fiir die weiteren Untersuchungen ist es nun hilfreich, die
genannten geometrischen Eigenschaften der Basis durch einen Graphen auszudriicken,
den Coxeter-Graphen. *° Die Eckenmenge des Coxeter-Graphen vom Typus D,, ist die
Menge der Vektoren der geordneten Z-Basis B),; zwei Ecken, also Basisvektoren, sind
genau dann durch eine Kante verbunden, falls das Gradmass des von den Basisvek-
toren gebildeten Winkels 120° betrégt. Fiir n € {2,3,4,5} besitzt der Coxeter-Graph
vom Typus D,, daher folgende Gestalt:

o (X1 a2 a3 Qs
[Ye%) a<: Qs (e3] a2 au [e3} Q2 a3 as
Abbildung D.12: Coxeter-Graphen der Z-Basen B, fiir n € {2,3,4,5}

Die Strategie des neuen Beweises ldsst sich nun so beschreiben. Sei ¢ € H,, =
Aut(T)). Dann induziert ¢ eine Permutation der Minimalmenge M (I, ); weiter bildet
¢ die Z-Basis B], auf eine Z-Basis mit den gleichen geometrischen Eigenschaften,

9Fs wird weiterhin angenommen, die Vektoren der Basis B/, seien normiert.
10Geschichte des Graphen:
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also dem gleichen Coxeter-Graphen ab. Die Automorphismen der Untergruppe H,, =
Aut(T',,) induzieren alle Permutationen der Orthonormalbasis (by,...,b,) und alle
Vorzeichenwechsel. Es bleibt die Frage, ob ein Automorphismus in H], = Aut(I)
etwas anderes machen kann.

Betrachten wir zuerst ein 3—dimensionales Gitter mit der Basis

Bé: (Oq :bl—bg,ag:b2—b3,a3:b2+b3).

Die Bilder der Vektoren o und aq unter einem Automorphismus von I'y sind Line-
arkombinationen der Form +b;, & by, und +b;, =+ by,. Die Gleichung

(plon), paz)) = (a1, 02) = —1 (D12.9)

impliziert, dass die Indexmengen {j1, k1} und {ja, k2} genau einen Index gemeinsam
haben. Durch eine Permutation der Indexmenge {1, 2,3} kann man erreichen, dass 1
dieser gemeinsame Index ist, und dass ¢(«q) die Form x; - by + @2 - by annimmt. Auf
Grund der Bedingung (D12.9) muss ¢(as) dann die Gestalt —a; - by + y3 - bs haben.
Da ¢(az2) und ¢(a3) orthogonal sind und da der Winkel zwischen p(a;) und ¢(as)
das Gradmass 120° hat, muss ¢(as) = —x1 - by — y3 - b3 sein. Die drei Bildvektoren
haben also die Form

plar) =1 - by +x2-ba, (o) =—x1-by +y3-b3, @(az)=—x1-b1 —y3-b3

Nach Anwendung von geeigneten Vorzeichenwechseln stimmt diese Folge mit der Fol-
ge B iiberein. Sei nun ¢ der Automorphismus von I's, welcher die oben genannte
Permutation und die Vorzeichenwechsel auf M(I';) induziert. Das ist die Zusammen-
setzung 1 o ¢ die Identitdt, weshalb ¢ = 9! ein Automorphismus des kubischen
Gitters I's ist.

Seien nun n > 5 und o1 € H,, ein Automorphismus des Gitter I'},. Das Ziel ist
es, den gegebenen Automorphismus schrittweise durch Automorphismen ¢s,. .., @1
zu ersetzen, die alle in der Nebenklasse H,, o ¢ liegen, und dann nachzuweisen, dass
pn—1 die Identitat ist. Nach Definition gibt es dann einen Automorphismus ¢ € H,
mit ¢ o @1 = 1, weshalb 7 = ¢~ zu H,, = Aut(T,,) gehort.

Man findet die Kette der Automorphismen so. Die Bilder ¢(a;) und ¢(az) der
Basisvektoren a; und ag liegen in der Minimalmenge M (I",), haben also die Form
+b;, £ by, und £bj, £ bp,. Da ihr Zwischenwinkel das Gradmass 120° hat, miissen
die Paare {j1, h1} und {j2, ho} genau einen Index gemeinsam haben. Indem man den
gegebenen Automorphismus ¢; durch einen geeigneten Automorphismus ¢o € H,, 091
ersetzt, kann man erreichen, dass dieser gemeinsame Index 2 ist und dass iiberdies o
die Basisvektoren ay und ag festhilt. Was kann @9 (ag) sein? Einerseits muss dieser
Vektor auf @o(a1) = ai; = by — by senkrecht stehen, ist also entweder gleich £(by +b2),
oder er hat die Form +b;, & by, mit j3 > 2 und hs > 2. Andererseits bildet der Vek-
tor pa(ag) mit dem Vektor as = by — by einen Winkel von 120°. Also ist der Fall
+(b1 + ba) ausgeschlossen und ¢;(a3) hat die Form b3 + by,. Korrigiert man ¢y mit
einem geeigneten Automorphismus aus H,,, kommt man zu einem Automorphismus
w3 € H, oy, der jeden der drei Basisvektoren a;, as und a3 festhéilt. So fahrt
man weiter und findet nach einigen Schritten einen Automorphismus ¢,_2, der die
Basisvektoren ag, ..., a,_o punktweise festhéalt. Die Bilder der der restlichen Basis-
vektoren «,,_1 und «, miissen dann senkrecht auf den Vektoren o, ..., a,,_3 stehen
und mit dem Basisvektor a,,_o einen Winkel von 120° bilden. Die einzigen Vektoren
der Minimalmenge M (T",), welche diese Eigenschaften erfiillen, sind a,,—1 = bp—1—by,
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und o, = by,—1 + by,. Also hilt ¢, _o jeden Vektor in B, fest — ist also die Identitét
— oder p,,_o vertauscht die letzten Basisvektoren «,,—; und «,,. Im zweiten Fall kor-
rigieren wir ¢,,_o mit einem geeigneten Automorphismus aus H,, und erhalten einen
Automorphismus ¢, 1 € H,, o ¢1, der die Identitat ist.

12.1d  Der Ausnahmefalln = 4
Fiir n = 4 hat der Coxeter-Graph die Gestalt

as
Qy

Die Symmetriegruppe dieses Graphen ist eine Diedergruppe der Ordnung 6, wéhrend
die Symmetriegruppe des Coxeter-Graphen jedes anderen Gitters vom Typus D,, die
Ordnung 2 aufweist. Dies zeigt, dass die Dimension 4 eine Ausnahme ist. Der Graph
macht es tiberdies leicht, einen Automorphismus von Iy zu konstruieren, der kein
Automorphismus des kubischen Gitters I'y ist.

Die Folge Bj = (a1, a2,as,a4) ist eine geordnete Basis des Vektorraumes E?.
Dabher lasst sich die Zuordnung

P ag — az und ap — ag — oy — aq

zu einer linearen Abbildung 1 fortsetzen. Diese Abbildung v ist orthogonal, denn
die Zuordnung 1 induziert einen Automorphismus des Coxeter-Graphen und dies
bedeutet algebraisch gerade, dass 1) mit dem Skalarprodukt vertraglich ist. Aus der
Konstruktion des Automorphismus ist ferner klar. dass ¢ die Ordnung 3 hat.

Da die Basis B} keine Orthogonalbasis ist, fallt es schwer, die Eigenschaften des
Automorphismus ¥ zu erkennen. Es macht aber wenig Miihe, die Matrix R zu finden,
welche 1 beziiglich der Orthonormalbasis (b, ba, bs, bs) ausdriickt:

203 = (b3 — bs) + (b3 + bs) = a3 + g+ g +y = by — by + bz + by,

20y = —(bs — by) + (b3 + bs) = —asz + s — —ag + a3 = by — by — by — by,
2by = 2(by — b3) + 2b3 — 2(by — b3) + (b1 — ba + b3 + by) = by + by — b3 + by,
2b1 = 2aq + 2bg — 2ai3 + (by + ba — bs +bg) = b1 +ba + b3 — by

Die Matrix R, welche den Automorphismus in der Orthonormalbasis darstellt, ist also

1 1 1 1
N DR B B |

1 -1 1 -1
-1 1 1 -1

(D12.10)

Da R nicht ganzzahlig ist, ist 1) kein Automorphismus des kubischen Gitters I'4.

Sei @ die Menge der Automorphismen {1,1,?} o Hy. Da weder R noch R? = R!
ganzzahlige Matrizen sind, enthélt @ genau 3 - card(H4) Automorphismen. Ahnlich
wie in Nummer 12.1c¢ kann man nachweisen, dass jeder Automorphismus des Gitters
I}, zu @ gehort. Somit ist Q = Aut(T)) und H) = Aut(T}) hat die Ordnung

g =3-cs=3-2".41=2".3%=1152.
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12.1e  Wurzelsystem vom Typus D,,
In Nummer 4.2c wurde darauf hingewiesen, dass die Menge
R(Ly) = {£b;,+bj £b, [ 1<i<n, 1<j<k<n}={vel,||v]*=1oder 2}

das Gitter I'), erzeugt und aus Normalenvektoren von Hyperrdumen besteht, deren
zugeordnete Spiegelungen die Gruppe Aut(T',,) erzeugen.
Analog erzeugt die Minimalmenge

M) ={Fbj+b, |1<j<k<n}={vel,||v|?=1}

das Gitter I',. Die Spiegelungen an den Hyperrdumen (R-a)t mit a € M(I'},) erzeu-
gen eine Untergruppe W(D,,) von Aut(T',,) € Aut(I",). Sie wird Spiegelungsgruppe
vom Typus D,, genannt und besteht aus allen Abbildungen

bl’—>:|:b1, b2l—>:|:b2,...,bnl—>:|:bn
mit einer geraden Anzahl von Vorzeichenwechseln und allen Permutationsabbildungen
b1 = br(1), b2 br2y, - bn = br(n)-

Ihre Ordnung ist daher 1 - card(Aut(I',)) = 2"~ ! - nl. Die Tatsache, dass jeder Au-
tomorphismus von I'/, die Minimalmenge auf sich abbildet, impliziert weiter, dass die
Menge der Spiegelungen von W (D,,) invariant unter Konjugation mit Aut(I",) ist,
weshalb W(D,,) ein Normalteiler von Aut(T",) ist.

Obige Uberlegungen gelten auch fiir n = 4. Sie zeigen, dass die Spiegelungsgruppe
W (Dy4) mit 23 - 4! = 8 - 24 = 192 Elementen in der Obergruppe Aut(I"}) den Index 6
hat.

BEMERKUNG D12.3 Die Gruppe Aut(T") ist auch eine Spiegelungsgruppe. Ihren Ty-
pus nennt man Fy

12.2 Wurzelsystem des Typs A,
12.3 Wurzelsystem des Typs Fs
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